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OS PARAMETROS ESTRATEGICOS

Na literatura sobre a Filosofia da Matemaética utiliza-se o termo
“Programa de Hilbert” para designar o conjunto de ideias que
Hilbert, a partir dos anos 20 e até a publicagdo dos Grundlagen der
Mathematik em 1934, desenvolveu individualmente e em colaboracgao
com Paul Bernays com o fim de defender e legitimar o raciocinio
classico. Este sistema de pensamento também é conhecido pelo nome
de Formalismo, embora Hilbert ndo seja um formalista no sentido
que o termo tinha no tempo de Frege ou que veio depois a ter com a
tilosofia formalista de Haskell Curry.

Em todo o caso o termo “Programa de Hilbert” é usado em trés
sentidos diferentes que é necessario desde ja separar:

1) Inicialmente, até 1920, o “Programa de Hilbert” denota o
primitivo trabalho de Hilbert a volta do problema da
Consisténcia; assim a expressdao “Primitivo Programa de
Hilbert” é usada para referir esta fase do pensamento de
Hilbert;

2) Em geral o termo “Programa de Hilbert” é usado para
denotar a generalizacdo dos interesses de Hilbert do problema
da Consisténcia para o problema de mostrar, para uma
sucessdo ¢ de féormulas que seja uma demonstracdo de “A”,
que

Dem ((P, uA//) N A
(i.e., estabelece a correccdo de A);

3) O termo aparece ainda na expressao “Programa de Hilbert
Modificado”, a qual denota o trabalho da Escola de Hilbert,
depois de 1930, na construgdo de uma hierarquia de programas
de Hilbert, por ordem crescente de utilizagdo de conceitos nao-
finitistas. Na maioria dos casos o termo é usado no sentido 2) e
em geral a atengdo ao contexto permite logo determinar em
qual dos trés sentidos o termo estd a ser aplicado.

Antes da publicagdo dos Grundlagen der Mathematik a gestagao
do pensamento de Hilbert pode-se seguir nos seus ensaios de 1922
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«Uma Nova Fundamentacao da Matematica» e «Os Fundamentos
Loégicos da Matematica» e os trés textos em conjunto servem de base
para que a seguinte sinopse possa ser construida.

Em contraste com o conhecido dictum de Russell nos Principles
of Mathematics, segundo o qual a matemaética pura é a classe de todas
as proposicdes da forma «p implica g» em que p e g s6 contém
constantes logicas, Hilbert concebeu a matematica como uma criagdo
especifica e por isso irredutivel do intelecto. A sua concepcdo é
congenial com a tendéncia da época a favor da redescoberta do
método Axiomatico e assim, ja na fase madura do seu pensamento,
Hilbert foi levado a ter que caracterizar rigorosamente as diferencas
entre o método Axiomaético tal como foi praticado até entdo e a sua
propria concepcdo. No primeiro volume dos Grundlagen encontramos
a distincdo fundamental a fazer entre os dois sentidos do termo
axiomdtico os quais se podem captar nos adjectivos concreto e formal,
no sentido da distincdo tradicional entre forma e conteiddo. Uma
utilizagdo do método Axiomatico no sentido de contetido toma lugar,
segundo Hilbert e Bernays, quando em relagdo a um corpo de
doutrina estabelecida se tenta idealizar os conceitos nela contidos e
individualizar um pequeno ntimero de proposi¢des das quais todo o
corpo de doutrina pode ser logicamente derivado, um exemplo
classico da qual é a formulagdo axiomatica da geometria de Euclides.
Em contraste, uma utilizacdo do método Axiomatico no sentido da
forma toma lugar quando se comeca por construir uma teoria
abstracta, desligada de qualquer corpo conhecido de doutrina,
propondo conceitos primitivos e proposicdes arbitrarias, as
consequéncias das quais ndo dependem de qualquer referéncia a um
sentido para as expressdes que as representam.

Sem querer minimizar o interesse do problema pratico da
aplicacdo de uma teoria axiomatica formal, a questdo crucial para
Hilbert é a de saber se a teoria é intrinsecamente significativa, mesmo
como teoria abstracta. Uma tal teoria é, como se disse, apenas um
conjunto de proposicdes que sao dedutiveis por métodos
previamente fixados, de outras proposicdes a que chamamos
axiomas; e ndo € assim significativa no mesmo sentido em que uma
teoria construida a partir do método Axiomético concreto, cujo
significado se obtém imediatamente da experiéncia que a teoria é
suposta captar. E assim, para demonstrar que uma teoria axiomatica
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formal ndo é um jogo arbitrario ou trivial, é necessario demonstrar
que a estrutura conceptual da teoria existe num dominio
especificavel, que é possivel mostrar que a teoria tem aquilo a que
hoje chamariamos um modelo. Mas como um ntiimero consideravel
de teorias matematicas nao tem uma traducdo directa na experiéncia
sensivel, o modelo que a teoria tem que satisfazer ndo tem que ser
concretamente especificdvel, é suficiente que o seja apenas em
principio. Assim, a questdo é a de saber se os conceitos primitivos da
teoria podem ser interpretados como conceitos especificos de um
certo dominio, de tal modo que todos os axiomas se tornem
verdadeiros. Uma tal interpretacdo dos conceitos primitivos constitui
por isso uma realizacdo da teoria abstracta. E assim como no calculo
de predicados de primeira ordem se diz que uma férmula é
satisfazivel numa interpretacdo dada se as letras predicativas, as
letras funcionais e os simbolos individuais ao serem interpretados
dado origem a uma férmula verdadeira, assim também dizemos que
uma teoria é realizavel se se pode especificar uma interpretacdo na
qual todos os axiomas resultam em proposicdes verdadeiras. E
importante sublinhar a diferenca entre a especificagdo em principio e
a especificacdo na pratica, de uma realizagdo da teoria, pois s6 num
namero restrito de casos se torna possivel apresentar a realizagdo na
pratica, nomeadamente s6 naqueles casos em que o dominio da
interpretacdo é finito. E possivel produzir concretamente uma
realizacdo da estrutura abstracta de um grupo escolhendo um grupo
finito especificdvel por uma tabela que possa ser completamente
preenchida, e este modelo finito demonstra a realizabilidade da
estrutura. O problema comega quando nos deparamos com sistemas
de axiomas consideravelmente simples e para os quais ndo pode
haver um modelo finito, como se vé pelo exemplo seguinte:

A1 : (Vx) = R (x, x)

A, 1 (V2) (Vy) (VLR (b y) AR (Y, 2) | 5 R (%, 2) }

Ay (v2) @) R ()

Para ver que este sistema de axiomas nao pode ser satisfeito
por um dominio finito de objectos, o argumento é o seguinte:
Supondo que o dominio ndo é vazio existe um objecto a que

podemos chamar simbolicamente «1». Entdo, pelo axioma A 3 existe
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um objecto «2» em relagdo ao qual R («1», «2») é verdadeira. Pelo

axioma A 77 «2» é assim diferente de «1». Mas uma nova aplicagao do

axioma A_ mostra que tem que existir um objecto «3», para o qual R

3
(«2», «3») seja verdadeira. Logo, pelo axioma A, , R («1», «3») é

2

verdadeira e pelo axioma Al «3» é assim diferente de «2». Assim

num dominio finito a reiteracdo desta argumento ndo é possivel e os

axiomas A I—A 3 nao sao satisfaziveis. Para os satisfazer é necessario

introduzir um dominio infinito, por exemplo, o dos niimeros inteiros
e interpretar R como sendo a relagdo «x é menor do que y»: entdo os

axiomas A 1-A 3 sdo satisfeitos. Mas um dominio infinito de objectos

ja& ndo constitui uma totalidade perceptivel, de modo que a sua
existéncia carece tanto de uma justificagdo como o sistema abstracto
que era suposto ser justificado pela constru¢ao de modelos.

Poderia a primeira vista parecer que a definicdo implicita dos
nameros naturais por meio dos axiomas de Dedekind-Peano seria
um paradigma a seguir para a introducdo de totalidades infinitas.
Mas esta definicdo seria por sua vez dependente de uma teoria
axiomaética abstracta cuja realizabilidade seria de novo questionavel e
logo incapaz de por si legitimar a introducdo do conjunto dos
nameros naturais. A ideia de Hilbert e Bernays é que se pretende
usar os nuameros como dominio de objectos para obter uma
realizacdo para uma teoria abstracta, é necessario que este conjunto
seja objecto de uma percepgao directa, ndo-mediada. Assim, embora
nao seja possivel produzir este conjunto de modo a que todos os seus
elementos sejam simultaneamente perceptiveis, é possivel construir
segmentos de qualquer comprimento em qualquer momento. A ideia
basica é a de conceber os individuos do dominio a construir
representados por simbolos convencionais 1, 11, 111, ... que sao
susceptiveis de ser obtidos comecando com um primeiro simbolo e a
seguir obter um segundo pela prefixacdo de um simbolo idéntico a
direita do primeiro e assim sucessivamente. Este simbolos sdo
designados por numerais e podemos a seguir introduzir variaveis que
denotem um numeral qualquer, por exemplo, letras latinas
minasculas m, n, ... A relacdo de ordem entre os numerais m e n
deixa-se reduzir a inspeccao do comprimento comparado de m e n:
num numero finito de passos podemos decidir acerca do seu
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comprimento e identificar o maior, no caso de ndo terem o mesmo
comprimento, e assim m < n quando o numeral m tem menos
simbolos do que n. Do mesmo modo, se m e n sdo dois numerais, a
soma de m com n, que se denota por m + n, é o numeral obtido
quando n é aposto a direita de m. Finalmente o produto de m por n,
que se denota por m - n, é o numeral que se obtém pela substituicao
de cada simbolo de n por m.

O que é essencial no novo método é que o pensamento
matemédtico toma a forma de experiéncias conceptuais feitas com
objectos que se consideram como contetdo de uma percepcdo
concreta: na aritmética sdo os nimeros, dos quais se considera ter
essa percepcdo, e na dalgebra sdo expressdes simbolicas com
coeficientes numéricos. Para este novo género de raciocinio Hilbert e
Bernays adoptaram a designacdo de «deducdo finitista» em que o
temo «finitista» é suposto exprimir que a reflexdo matematica se
desenvolve dentro de limites impostos ndo s6 pela efectiva
exequibilidade dos processos mas também pelo seu exame concreto.
Podemos assim caracterizar o raciocinio finitista pelo facto de os seus
objectos serem construidos e ndo apenas hipoteticamente postulados,
e que os processos de calculo ou definicdo s6 sdo legitimos se se
garante que terminam num numero finito de passos e que para este
namero um limite pode ser previamente especificado. Vale a pena
esbocar rapidamente o significado finitista de dois processos
fundamentais, a inducdo e a recursio.

Comecando pela indugdo, seja P uma proposicio com um
contetdo elementar e intuitivo acerca de um numeral. Seja P valida
para 1 e sabe-se que se P é valida para n entao é valida para n + 1.
Conclui-se assim que P é vélida para qualquer numeral k. O
significado finitista do principio da indugdo consiste no facto de k ser
construido a partir de 1 pelo processo de prefixacdo do simbolo 1. Se
se verifica que P é vélida para 1 e, a cada prefixacdo de 1, P é vélida
para o novo simbolo, entdo quando terminar a construcdo de k
verifica-se que P é vélida para k. Nestas condi¢des a induc¢do nao é
um principio auténomo mas antes uma consequéncia que se segue
da construcao concreta dos simbolos.

O objectivo da defini¢do recursiva de uma fungdo consiste na
introducdo de um novo simbolo funcional, por exemplo f, e a
definigdo é feita a partir de duas equacdes com o seguinte contetado:
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k
fn+1)=g(f(n),n)

em que k é um numeral e ¢ uma funcao ja construida de tal modo que
g (a, b) para numerais a e b pode ser calculada e tem como valor
também um numeral. Assim, também no caso da definicdo por
recursao ndo estamos perante um principio auténomo de definicao,
mas antes de uma descricdo abreviada de certos processos de
construcdo através dos quais de um ou mais numerais dados se
obtém de novo um numeral.

Sem entrar agora em detalhes, Hilbert e Bernays mostram a
seguir como com estes processos basicos se pode dar um conteado
finitista as propriedades conhecidas da adigdo e da multiplicacdo, ao
conceito de nimero primo e a representacdo univoca de qualquer
inteiro como um produto de factores primos.

Para fazer um esbogo dos principios de légica que resultam da
adopcao do ponto de vista finitista comecamos por supor que as

proposicoes Pl’ P2’ ... 830 proposicdes acerca de numerais. Para o

caso de uma proposicdo em que ndo ocorrem quantificadores, como
m + n =k, a questdo deixa-se imediatamente resolver através de uma
investigagdo directa cujo fim é a decisdo acerca da adequagdo do
juizo expresso, isto é, se m + n representa 0 mesmo numeral que k ou
se, ao contrario, m + n e k ndo sdo representacdes do mesmo numeral.
Passando agora ao caso de proposi¢des com quantificadores, uma
proposicdo da forma

(Vx) A (v)

é para ser interpretada como juizo hipotético, i. e., como uma assergao
acerca de cada um dos numerais sob consideracdo. Este juizo é de
facto a articulacio de uma lei ou principio geral que pode
efectivamente ser verificado para cada caso individualmente. Uma
proposicao da forma

(30) A (x)

é para ser interpretada como um juizo parcial, isto é, como uma parte
incompleta de uma proposicdo mais rigorosamente determinada e
completamente enunciada. Esta determinagdo pode consistir ou na
imediata apresentacdo de um numeral x tal que A (x), ou na
apresentacdo de um processo que permita a efectiva construgao de
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um numeral x tal que A (x). Requer-se ainda, de harmonia com a

exigéncia de efectividade essencial dos processos a utilizar, que na

apresentacdo de um processo que permita a construgdo de um x tal

que A (x), o nimero de passos tenha que ser menor ou igual a um

dado inteiro k. No caso da quantificacdo dupla, uma asser¢ao como
(V) @m) [A (k) > B (k, m) ]

é para ser interpretada como uma parte incompleta de uma
proposicdo que determina a existéncia de um processo que permita,
para qualquer numeral k para o qual A (k), determinar um numeral m
que esta com k na relacdo B.

A negacdao em sentido finitista ndo coincide sempre com a
negacdo em sentido cldssico. Nas proposi¢des em que ndo ocorrem
quantificadores, chamadas proposicoes elementares, a negagao
consiste de facto em estabelecer directamente a inadequagao do juizo
expresso, por exemplo, m + n = 1. A negacdo deste juizo afirma
apenas que o resultado da inspeccdo directa ndo coincide com o
resultado expresso na proposicdo e assim, para proposigdes
decidiveis, o principio do tertium non datur pode ser sempre usado. O
mesmo ja ndo se pode dizer nos casos em que a negacdo precede
quantificadores e assim, do novo ponto de vista, nao ¢é
imediatamente 6bvio o que se deve entender pela negacao do juizo
expresso com quantificadores.

No caso de (3x) A (x) o facto do numeral x tal que A (x) ndo
existir pode ser interpretado como querendo significar que nao se
conhece um numeral x tal que A (x), caso em que esta interpretacao
se limita a constatar de um estado de conhecimento puramente
contingente. Para superar esta contingéncia, a inexisténcia de um
numeral x tal que A (x) tem que ser concebida como uma assergao
acerca da impossibilidade de construir um tal x. E-se assim levado a
introduzir para uma proposicao A o conceito da sua negacdo finitista
— A, a qual no entanto j4 ndo é exactamente a proposicao
contraditéria de A. (Ix) A (x) e = (Ix) A (x) ndo sdo como é o caso em
m+n=kem+ n #k assercoes acerca de uma mesma decisdo, mas
antes representam dois estados de conhecimento diferentes: por um
lado o conhecimento que permite determinar um x tal que A (x) e,
por outro lado, o conhecimento de uma lei geral acerca de numerais.
Ora ndo ¢ imediatamente O6bvio que um destes estados de
conhecimento tenha que ser alcancado e assim a disjuncao
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(Fx) A (x) v— (Tx) A (x)

deixa de ser uma férmula finitistamente valida.
Considerando agora o caso da negacao do juizo universal
(Vx) A (%),

ndo é de todo 6bvio o que deva ser a interpretacdo de

Por um lado pode-se interpretar como sendo a refutacdo do
juizo universal por meio de um contra-exemplo. Mas nesse caso
existe a mesma dificuldade que encontramos no juizo existencial uma
vez que deixa de ser aparente que ou uma lei acerca de numerais x
tais que A (x), ou a existéncia de um contra-exemplo para A (x),
tenham que ser expressos por proposicdes mutuamente exclusivas;
assim também a disjuncdo

(Vx) A (x) v = (Vx) A (x)

deixa de ser uma férmula finitistamente valida. Poder-se-ia
argumentar que uma refutacdo de (Vx) A (x) ndo tem que ser feita
através de um contra-exemplo, que pode ser feita através de uma
demonstragao que (Vx) A (x) conduz eventualmente a uma contradi-
¢do. Mas esta solugdo ndo é melhor do que a anterior, uma vez que
também ndo imediatamente 6bvio que ou uma lei geral acerca de
numerais, ou a derivagao da consequéncia absurda que permite a sua
refutacdo, tenham de ser mutuamente exclusivas.

Se voltarmos agora ao problema do significado intrinseco de
uma teoria matematica vemos que ele é muito mais acessivel quando
se trata de uma teoria axiomatica abstracta, uma vez que uma tal
teoria podera ser considerada significativa se se pode mostrar um
modelo. Se se dispde de uma realizagdo finita da teoria, entdo o
problema do seu significado é imediatamente dado; se se dispde de
uma realizacdo infinita mas construida na base de principios
finitistas como os que acabamos de descrever, entdo também temos
uma solugao para o problema do seu significado. O problema crucial
é que estes meios finitistas, tal como definidos acima, tém um ambito
de aplicagao relativamente restrito e logo na aritmética dos niimeros
inteiros é preciso langcar mao de processos nao finitistas, como por
exemplo no principio do minimo de uma propriedade aritmética.
Assim o método de assegurar o significado de uma teoria tem que ser
revisto e a ideia de Hilbert foi a de que a fonte de significado deve ser
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a demonstracdo da consisténcia da teoria. Assim qualquer teoria
axiomatica abstracta teria significado, isto é, seria capaz de descrever
uma estrutura, se houvesse uma demonstragdao de que dos axiomas
por meio das regras de inferéncia ndo se podia derivar uma
contradicdo. Assim o foco de todo o programa passa para a
formulagdo, para cada teoria matematica, de que os processos de
demonstracdo permitidos ndo dao origem a uma contradicdo. Para
este corpo de doutrina Hilbert criou o nome de Teoria da
Demonstragiao, ou Metamatemidtica, que portanto neste momento se
define como o estudo sistematico do dominio de validade das
diversas formas de inferéncia. Em particular, para a demonstracdo de
consisténcia era exigido que o argumento metamatematico fosse ele
por sua vez finitista. E enquanto que ao tempo dos Fundamentos da
Geometria Hilbert estava interessado em demonstrar a consisténcia da
geometria euclidiana, nos Fundamentos da Matemitica o seu plano é
legitimar toda a matematica cléssica por meio do raciocinio finitista.

Para isso Hilbert teve de representar uma teoria matematica
dada num sistema dedutivo muito mais rigoroso do que o usual,
procedendo assim a formalizagdo da teoria ou a sua representacdo num
sistema formal. Este sistema formal seria completo no sentido de
reproduzir a teoria matematica subjacente, em particular a totalidade
dos seus teoremas. Estas teorias formais eram concebidas por Hilbert
dum ponto de vista puramente sintactico; a teoria seria fundada num
dominio postulado de objectos, um ntimero finito de férmulas iniciais
seria separado e as regras de inferéncia teriam que ser explicitamente
formuladas. Assim sdo férmulas derivaveis num sistema assim
construido todas aquelas férmulas que se obtém das férmulas de
saida ou iniciais através de um numero finito de aplicacdes das
regras de inferéncia. Deste modo sera de esperar que a cada teorema
da teoria matemaética subjacente corresponda uma férmula derivavel
do novo sistema formal. E assim, se se dispuser da demonstragao de
consisténcia do sistema formal, a legitimacdo da teoria matematica
subjacente esta realizada.

Em todo o caso, o uso frequente do raciocinio ndo-finitista em
teorias matematicas faz com que Hilbert tenha que, nos sistemas
formais que sdo supostos justificar estas teorias, introduzir regras de

derivagdo que correspondem a parte ndo-finitista da inferéncia.
Suponhamos agora que um sistema formal F representa uma teoria T
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com inferéncias nao-finitistas, as quais serdo por isso representadas
em F. Para Hilbert esta situagdo nao é paradoxal por o sistema F ele
proprio ser construtivamente definido, e por isso ele préprio suscep-
tivel de tratamento finitista, visto que F é um conjunto de sucessoes
de férmulas formadas a partir de regras. Nestas condi¢gdes o progra-
ma finitista parece oferecer a possibilidade de legitimar o raciocinio
nao-finitista.

Para ndo dar a impressao que o finitismo e o intuicionismo de
Brouwer sdo uma e a mesma coisa, apesar de terem em comum
alguns pontos de doutrina, como a rejeicao do tertium non datur,
Brouwer permite o uso de consideragdes légicas gerais, ainda que
interpretadas de uma maneira mais restritiva do que no realismo
classico; como permite também o uso dos factos da experiéncia
combinatodria, os quais sdo o paradigma da percepcdo finitista. No
intuicionismo domina a nocdo de que o objecto mateméatico é
essencialmente uma experiéncia mental, a qual consiste na execugdo de
uma demonstracdo, enquanto que no finitismo de Hilbert
encontramos a nogdo de que o objecto matematico é produzido por
uma experiéncia levada a efeito com objectos concretos, concebidos
como formados por partes discretas e de cuja estrutura se pode ter
uma percepgdo de conjunto. Assim é claro que o intuicionismo inclui
o finitismo, uma vez que a imagem de um objecto concreto pode ser
usada numa construcdao mental; mas excede o &mbito do finitismo ao
permitir asser¢des acerca de todas as construgdes possiveis, as quais
nao constituem uma totalidade em sentido finitista.

Se Z for, como nos Fundamentos da Matemitica de Hilbert e
Bernays, a teoria que formaliza a aritmética, o teorema da
incompletude de Godel demonstra a impossibilidade de representar
em Z todos os teoremas da teoria subjacente e de demonstrar a
consisténcia de Z pelos meios da propria teoria. [Sobre a possibilida-
de de uma extensdo do ponto de vista finitista de modo a permitir a
demonstragao da consisténcia da aritmética veja-se o ensaio de Godel
«Uber eine bisher noch beniitzte Erweiterung des finiten
Stanpunktes».]

Na sua forma original o teorema de Godel encontra-se no seu
trabalho «Acerca de Proposicdes Indecidiveis dos Principia
Mathematica e de Sistemas Relacionados». Simplificando agora o seu
resultado, o teorema diz que se se adoptar para a aritmética um
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sistema formal como foi previamente descrito, se este sistema for
consistente (num sentido a definir a seguir) existe uma proposigao
que é verdadeira e que ndo é demonstrdvel no sistema. Deste
resultado segue-se ainda um segundo teorema, este agora acerca da
consisténcia do sistema, segundo o qual ndo é possivel realizar uma
demonstracdo da consisténcia do sistema formal recorrendo apenas
aos meios do proprio sistema.

Comegamos pela introdugao do predicado metamatematico

D (y, x),

que se interpreta como sendo a asser¢ao «y é o numero de Godel de
uma demonstracao de uma férmula com o numero de Godel x». Em
particular, na teoria formal Z, este predicado aparece sob a forma

D" (&)

com a interpretagdo «g é o numero de Godel de uma férmula bem
formada ¢ (x 1) em que x, ocorre livre e y é o namero de Godel de

uma demonstracao de ¢ (g )». Finalmente

-
D &y
tem a interpretacdo «g é o numero de Godel de uma férmula bem

formada ¢ (x 1) em que x, ocorre livre e y é o ntmero de Godel de

uma demonstragdo de — ¢ (g)». Nestes termos, torna-se necessario

explicar em que condigdes é que estas férmulas ocorrem em Z e
assim uma relacdo aritmética

R(Xl""’ xn)

ser exprimivel em Z equivale a existir em Z uma férmula bem formada
Xy ey X
(p ( 1 7 cee n )

com n variaveis livres e tal que, para qualquer n-tuplo de ntimeros
naturais k 17 kn as duas condigdes seguintes sao satisfeitas:

i) Se R(kl
|—Z (p(kl,..., kn ) e

i) se a relagdo é falsa, entao

Foo—odk k).

S ey kn) é verdadeira entao



-12 - MSL — EPH: Os Pardmetros Estratégicos

Se em vez de uma relacao se trata de uma funcao aritmética
Xy X
flag x,)

dizer que esta funcao é representivel em Z é equivalente a dizer que
existe uma férmula bem formada de Z

(0] (Xl' e X Xn+1)

com X_, ..., X variaveis livres tal que, para qualquer k_, ..., k
1 n+1 que, pata quaiquer ¥ n+1
nuimeros naturais, as duas condi¢oes sao satisfeitas:
i Sef(k,, ...k Y=k _, entdo
) £ 1 n) n+1

I (p(kl,..., kn+1);e

1 —_ P
1) , 3 k. ,..,k , .
t) I_ ( xn+1) @ 1 n+1 xn+l)
Dois teoremas principais regulam as relagdes entre os conceitos

de expressdo, representagdo e o sistema formal Z dos quais faremos
uso a seguir:

1. Uma relacao aritmética é recursiva se e somente se é
exprimivel em Z;
2. O conjunto das fungdes recursivas é igual ao conjunto das

fungdes representaveis em Z.

Na hipétese de consisténcia do teorema de Godel ja
mencionada, Godel faz uso do conceito inicialmente descoberto por
Tarski de consisténcia-®, o qual tem essencialmente o seguinte
sentido. Dir-se-4 que a teoria Z é w-inconsistente se e s6 se existe uma
féormula bem formada ¢ (x) tal que se tem para qualquer ntmero
natural n a demonstracdo em Z de ¢ (n) e ao mesmo tempo uma
demonstragao da férmula (3x) — @ (x) . Se ao contrario nao é possivel
em Z derivar para qualquer nimero natural 7 a férmula ¢ (n) e ao
mesmo tempo uma demonstragdo da férmula (3x) — ¢ (x) entdo diz-
se que Z é uma teoria w-consistente. Um argumento simples mostra
que se Z é m-consistente, entdo é também simplesmente consistente.

Para o ver basta fazer a férmula ¢ (x) ser a formula bem formada de
V4

(Vx) (x=x) = (x=x).

Em particular tem-se para qualquer nimero natural n a demons-
tracdo em Z de



-13 - MSL — EPH: Os Pardmetros Estratégicos

(h=1)—>(n=1)

Logo ndo existe em Z a demonstragao da férmula
@)= [(x=x) > (x=x)].

Logo Z é simplesmente consistente. Colocando-nos agora no ponto
de vista semantico, se a teoria Z for interpretada no modelo-padrao,
entdo é w-consistente.

A ideia condutora da demonstracio da existéncia da
proposicdo indecidivel é a de que os predicados «demonstravel» e
«refutdvel» sdo equivalentes as expressdes «existe um ntmero y tal
que y é o numero de Godel de uma demonstracdo da férmula com
namero de Godel m» e «existe um nimero y tal que y é o nimero de
Godel de uma demonstracdo da negacdo de uma férmula com o
nimero de Godel m», respectivamente. A seguinte descrigao
conceptual, adaptada do Vol. II de Hilbert e Bernays, mostra-nos
como se constrdi a proposigao indecidivel:

1.  Seja
X
¢ (x,)
uma férmula bem formada em que a variavel x | ocorre

livre e seja g o namero de Godel da férmula ¢ (x 1).

2. Deo(x 1) pode-se obter por Insercao no lugar de x 12

férmula
¢ (8) ~
e seja iy o numero de Godel de ¢ (g) .

3.  Estamos assim em condic¢des de formar o predicado
+
D" v

o qual é uma relacdo recursiva e por isso exprimivel em Z
por uma férmula bem formada

A(x,, x

12)

com X_ e x. livres.
1 2

4.  Pela definicdo de expressao tem-se que se a relagdo é
verdadeira e portanto
D (kl’ k 2)
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10.

11.

12.

MSL — EPH: Os Pardmetros Estratégicos

é verdadeira, entao
|—Z Ak 17 k ) ).

Se a relagao é falsa e portanto
- D (k 7 kz),

entao
|—Z - A(kl’ kz).

Considerando agora o caso em que a relacdo é falsa e
portanto

I_Z _IA(kll kz)/

é possivel a partir de 3. por célculo de predicados obter a
formula

(Vx,)— A(x,, x

2 12)

em que X, continua livre.

Seja entdo m o numero de Godel da férmula
(‘v’xz) = A(xl, XZ)'
A sua interpretacdo é a de que qualquer que seja o

namero X 5 ele ndo é o numero de Godel de uma

demonstracao da férmula com o nimero de Godel x 1
Assim se nao existe um ntimero que seja o nimero de
Godel de uma demonstracao da férmula com nimero de

Godel x 1’ isto equivale a dizer que a férmula ndo tem

uma demonstracao.

Como x | ocorre livre pode ser substituida pelo numeral

que representa o naumero de Godel da férmula
* -
(*) (sz) A(Xl’ x2).
Obtém-se assim a férmula bem formada fechada
(**) (‘v’xz) = A(m, XZ)'
Mas como foi dito acima (1.-3.) o predicado
+
D" (v
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é satisfeito se e somente se g é o nimero de Godel de uma
féormula bem formada ¢ (x 1) com X, livre e y o nimero

deGodelde | o (g).

13.  Como a férmula (**) provém da férmula (*) pela
substituicdo de x | porm, é-se conduzido a proposicao

seguinte: o predicado
+
D" (m,y)
é satisfeito se e 56 se y é o namero de Godel |-, (**).
No seu primeiro teorema, Godel estabelece que se Z ¢é
consistente, entdo a férmula (**) ndo é demonstravel em Z e que se Z
é m-consistente entdo férmula — (**) ndo é demonstravel em Z. O

argumento é o seguinte: Supor Z consistente e k o nimero de Godel

de uma demonstracdo em Z da férmula (**). Entdo, por 13., tem-se
D" (m, k).

. +
Ora, como A exprime D em Z tem-se
A (m, k)
e pela defini¢do de expressao
. A (m, k).
Mas por calculo de predicados a férmula (**) implica
—A (m, k).
Esta implicacdo e a suposicdo de que (**) é demonstravel em Z
permitem concluir
. = A (m, k).
Logo Z nao é consistente.
Suponha-se agora que Z é m-consistente e que existe em Z uma
demonstracao de
. - (‘v’xz) — A(m, x2).
Mas como ja foi visto acima, se Z é w-consistente, entdo também é
simplesmente consistente. Logo,

- | (VX)) = A(m, X,)-

Assim, para todo o n, n ndo é o nuamero de Godel de uma
demonstracdao em Z de (**). Logo por 13. acima
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(Vn) D" (m, n) é falsa.
Tem-se assim em Z
L. - A (m, 7).
Se agora na definicdo de w-consisténcia fizermos ¢ (x) ser a férmula

= A (E, X2)
tem-se

- | (axz)A(E, X,)-
Logo, o
- | (Elxz) A(m, XZ)'

Mas, por calculo de predicados,
. - (sz) — A(m, x2) < (Elxz) A(m, x2).

Logo Z ndo é w-consistente.

Nestas condi¢des, nem a férmula (**) nem a férmula — (**) tém
uma demonstragdo em Z. Uma tal férmula chama-se por isso
indecidivel.

Como ja foi dito, o predicado A exprime a relagdo D" emZe
assim a proposigao (**) ao ser interpretada no modelo-padrao resulta
na assercgdo de que

+
D (m, x
(m, x,)

é falsa para todo o ntmero natural x . Mas como vimos isto significa

2
que ndo existe em Z uma demonstracao da férmula fechada (**), isto

é, esta formula afirma a sua prépria indemonstrabilidade. Por outro
lado, se Z é consistente ndo existe em Z uma demonstracao da
férmula (**). Logo, (**) é indemonstravel em Z portanto é verdadeira
no modelo-padrdo. Assim existe uma proposigao que é verdadeira no
modelo-padrdo e para a qual ndo existe uma demonstracdo em Z. A
consequéncia a que se é conduzido é que o conjunto das
demonstragdes de Z ndo contém todas as proposi¢des verdadeiras no
modelo-padrao. Como uma teoria formal é completa se, e s6 se, para
qualquer férmula bem formada se tem dela uma demonstracdo ou
uma demonstracdo da sua negacdo, a teoria formal Z é assim
incompleta.
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2

Para fazer agora o esbogo do que é o segundo teorema de
Godel, a primeira parte do primeiro teorema desempenha um papel
essencial. Ai, como se viu, o argumento é que se Z é consistente entao
(**) é indemonstrdvel. Nestes termos, se a esta implicacdo
juntassemos uma demonstracdo da consisténcia de Z obteriamos
também o resultado do primeiro teorema, isto ¢, a
indemonstrabilidade da proposicao indecidivel. A ideia geral da
concepcao de Godel pode ser expressa do seguinte modo.

Seja U uma férmula arbitraria sem varidveis livres e
demonstravel em Z. E claro que a Teoria Z s6 é consistente se nao
existe a0 mesmo tempo uma demonstragao da férmula — U. Seja k o
ndamero de Godel da férmula — U. Pelo que vimos do primeiro
teorema podemos representar em Z a proposicao de que — U é
indemonstravel por meio da férmula

© (vx,)= A (k, x,),

e assim dizer que ndo existe um ndamero que seja o nimero de Godel
de uma demonstracdo de uma férmula com namero de Godel k.
Logo a primeira parte do primeiro teorema pode ser expressa pela
proposicao

(#) se{Z é consistente }, entdo { (**) é indemonstravel }.

Recorrendo ao processo da representagao dos objectos de Z por meio
dos seus numeros de Godel, toda a demonstracdo da férmula (#)
pode ser expressa em Z. Assim, onde ocorre a primeira expressao
entre colchetes, { Z é consistente }, insere-se a férmula ®, e onde
ocorre a segunda expressao entre colchetes, { (**) é indemonstravel },
insere-se a propria férmula (**), uma vez que esta férmula afirma
precisamente a sua proépria indemonstrabilidade. E-se conduzido a
férmula
(#) 0 — **

[A construgdo completa desta implicagdo encontra-se no Vol. II dos
Grundlagen de Hilbert e Bernays, cap. VII ]

Uma vez de posse de uma demonstragdo em Z da implicagdo
acima pode-se formular o segundo teorema de Godel como
afirmando que se Z é consistente, entdo a férmula ® ndo é
demonstravel em Z. O argumento que o demonstra é essencialmente
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o seguinte: por hipétese Z é consistente. Logo, pela proposicdo (##),
tem-se que ® — **. Mas pela definicdo de ® essa é precisamente a
hipétese do teorema. Logo, por modus ponens, tem-se em Z uma
demonstracdo de (**), o que contradiz o primeiro teorema. Este
resultado pode-se interpretar como afirmando que se Z é consistente
entdo ndo existe uma demonstragdo da consisténcia de Z por meios
que sejam eles préprios formalizaveis em Z. E claro que a hipétese da
Consisténcia do Segundo Teorema é necessaria porque se Z nao fosse
consistente entdao, como se sabe, qualquer férmula seria demons-
travel.

O teorema pode ainda ser visto como aduzindo evidéncia
contra um parametro estratégico essencial do programa de Hilbert. A
concepcdo de Hilbert era a de que os processos de deducdo
evidentes, os processos finitistamente evidentes, eram apenas uma
parte do raciocinio classico, sendo uma outra parte formada por
processos de dedugdo ndo finitista. Assim seguir-se-ia naturalmente
que para a demonstracdo da consisténcia de Z os conceitos
necessarios seriam apenas uma parte de todos os conceitos que se
podem formalizar em Z. O segundo teorema de Godel prova que
estes pardmetros estratégicos sdo inatingiveis, porque a demons-
tracdo de consisténcia é irrealizavel mesmo utilizando todos os
processos de Z, os mais e os menos evidentes. A fortiori é irrealizavel

utilizando apenas processos finitistamente evidentes de Z.



