CAPITULO I11

METAMATEMATICA

EPH: A Metamatematica [MSL]
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SECCAO 1

FUNCOES E RELACOES ARITMETICAS

Definicao 1. [ Relagdo Aritmética |

Uma relagio R cujos arqumentos sdo niimeros naturais

diz-se que é uma relagdo aritmética.
Definicao 2. [ Funcdo Aritmética |
Diz-se que uma fungdo f cujos argumentos sio
niimeros naturais e cujos valores sio nimeros naturais
¢ uma fungdo aritmética.
Exemplo 1.:
A funcao
x|y
é uma funcdo aritmética, pela Def. 2.

Exemplo 2.:

A féormula

(x+y) <z
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determina uma relagdo terndria entre os argumentos x, y e z.
Se x, y e z sdo nameros naturais, entdo a férmula
R(x,y, 2)

denota uma relacdo aritmética, pela Def. 1.

Estas fungdes e relagdes introduzidas pelas Defini¢des 1 e 2 nao
sdo objectos de uma teoria formal particular. Mas uma Teoria
Formal para a Aritmética sem estas funcdes e relagdes seria inttil.
Assim é-se colocado perante o problema de saber como transportar

estes objectos para uma Teoria Formal, em particular para Z.

Neste capitulo estudamos este problema sob o ponto de vista do

conceito da sua formulacdo na sintaxe de Z.
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SECCAO 2

A EXPRESSAO DE RELACOES ARITMETICAS

Nesta seccdo estudaremos relagdes simples e relagdes compostas

por meio de conectivas proposicionais.

Aos termos

1
0, £ (0), ..

que representam na interpretacio N o0s numeros naturais

chamamos numerais e tém a abreviatura ja introduzida
0,1,...
Vamos agora fazer uso dessa notacdo para variaveis, de modo a
que x designe o numeral correspondente, i.e., 0 com x ocorréncias
1
de f .
1

Em particular

x —1

= . A s 1
x designa o numeral com x — 1 ocorréncias de £ .

Definicao 1. [ Relagdo Numeralmente Exprimivel em Z ]

Uma relacdo aritmeética

R (x1, ... xp)
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¢ numeralmente exprimivel em Z se e somente se existe
uma formula bem formada de Z
o (X1, -.r Xp)
com n varidveis livres e tal que
para qualquer n-tuplo de niimeros naturais
X7, o X
as duas seguintes condicoes sdo satisfeitas:
1) Se
R (x1, ..., x3)
¢ verdadeira, entdo
— a(x.,..,x ).
1 n
2) Se
R (x1, ..., xp)
é falsa, entio

 —o(x., ., X ).
1 n

O uso legitimo deste conceito depende da existéncia de um

processo de decisdo para a relagao
R (xll ceey xn) 7

de modo a que para qualquer n-tuplo x7, ..., x,
R (x7, ... x;7) v R (x1, ..., xp)

e por isso em Z

— Oc(xl,...,xn)oul— "(X(Xl,..., -

Diz-se entdo que
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Oc(xl,..., xn)

é decidivel ou numeralmente decidivel para qualquer n-tuplo
X7y e Xp

A férmula

-'oc(xl,..., xn)

exprime numeralmente a relagao

—R(x7, ..., xp) .

Exemplo 1.: [ A relacdo de Igualdade é Numeralmente

Exprimivel em Z |

Seja
R (x1,x2)

a relagdo bindria que exprime a igualdade entre os argumentos x7 e

x).
A férmula
o (X, )
de Z é agora a féormula
X=Yy,
a qual é uma férmula bem formada de Z.
Resta-nos determinar se a formula

o (X, y)

satisfaz as condicoes 1) e 2) .

[Caso 1.]
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Se

X1=X2

entao x 1 € 0 mesmo termo que x 5"

Mas usando o Teorema de Z
H— a=a

tem-se imediatamente

— x1 = Xz'
[Caso 2.]
Se

x1¢x2

entdo pela Proposicao
(m#n) — (m #n)
tem-se imediatamente
= ox, #=x, .
X 1 # X 5

Mas pela Definicao de “ #”, essa férmula é equivalente a

— —|(X_=X_)

1 2
Exemplo 2.: [ A relacio < é Numeralmente Exprimivel
em Z]
Seja
R (k1, k2)

a relacao binaria que exprime o facto de k) ser maior do que k7.
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A féormula
o (X, )
de Z é agora a férmula
X<y
a qual é uma férmula bem formada de Z.
Resta-nos determinar se a formula

(X, y)

satisfaz as condicdes 1) e 2).

[Caso 1.: (k1< kj)]

1. @n) (n#0) (kp =k +n)

2. k2=k1 +n

3. n#0 - n#0

4. (@) (xz0)(k, =k

p =k *X)

5 1<1<1<2

[ Caso 2.:7 (k1 <kjp)]

1. =(kg<kp) > [(kp<kq)v(kp=kq)]

2. kp<ky k2 <l<1

3. ky=ky  k, =k
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Exemplo 3.:

A relacao
xty=z
é exprimivel em Z.

Seja

Se
xty=z
entdao a formula
o (x1 ' Xy x3)

é verdadeira e

— Oc(xl,xz,x3).

Se
—|(x+y=z)

entdo a formula

o (X Xy, Xg)

é falsa e

— —|oc(x1,x2,x3).

Proposicao 1. [ Negacdo ]
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Se R é numeralmente exprimivel em Z

entdo a negagio de R € numeralmente exprimivel em Z.

Dem.:
1. R é numeralmente exprimivel em Z ou pela férmula

LK),

o (k1 yoes li) ou pela formula = o (k.

1. Se— R é verdadeira entdo R é falsa e logo
= —a(k,, . k).

17 Ky

3. Se— R éfalsa entdao R é verdadeira e logo

= ok, k)

Proposicao 2. [ Conjungdo |

Se R é numeralmente exprimivel em Z
e S é numeralmente exprimivel em Z entio
RAS

¢ numeralmente exprimivel em Z.

Dem.:
1. Se R e S sdao numeralmente exprimiveis em Z, entdo tem-se

os pares de féormulas

= o(k

17w kn ) = —a (k1 S ey kn ) para R;

e B(kl""’ kn

), ﬁB(kl,...,kn)paraS.

2. Se R A S é verdadeira entao tem-se a formula



-11 - EPH: A Metamatemdtica [MSL]

ok, k) A Bk,

)

3. Se R A S éfalsa entdo tem-se uma das formulas

— —|oc(k1,...,kn) A _IB(kl,---,k );

= ol k) A =Bk, k)

n

= ek, k) A B, k)

Proposicao 3. [ Disjuncgdo |

Se R é numeralmente exprimivel em Z
e S é numeralmente exprimivel em Z entio
RvS

¢ numeralmente exprimivel em Z.

Dem.:
1. Se R é numeralmente exprimivel entdo ~ R é numeralmente
exprimivel e logo = S é numeralmente exprimivel, pela
Prop. 1.
2. Entdo a conjuncao
“RAS
é numeralmente exprimivel pela Prop. 2.

3. Mas "RAS & RvVvS.
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SECCAO 3

A REPRESENTACAO DE FUNCOES ARITMETICAS

Seja f (x e xn) uma fungao aritmética e seja

Diz-se entdo que
F(xl peX X 1)
é o predicado representativo da funcdo

f(xl, s xn) .

A condicdo necesséria e suficiente para F(x g X X 1) ser o
n n

+

predicado representativo da funcdo f (x o xn) é a de que para

qualquer n-tuplo

exista um Unico x tal que F(x_,...,x ,x }
n+1 ! (1 n n+1)

Se essa univocidade é garantida entdo a funcéo f (x 1 xn) pode

)

ser definida descritivamente a partir do predicado F(x X X

CoOmo 0O X tal que F(x_,...,x ,x .
n+1 ! (1 n n+1)

Defini¢ao 1. [ Fungdo Numeralmente Representdvel |
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Seja
f(x1, ... xp)
uma funcdo aritmética.
Diz-se que f (x1, ..., X;1) é numeralmente representivel em Z
se e somente se
existe uma formula bem formada
O (X7, o Xy Xn+1)
de Z com
X1, oo X1y Xn+1
varidveis livres tal que, para qualquer
<ki, ... ky+1>

de niimeros naturais, as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:

1) Se
fk1, ... ky) =ky41
entao
— oc(kl,..., kn, kn+1);

1 _ _
2 b (T xgepalkl, .k e

Diz-se entdo que a férmula

F(x_ ,..x ,x )

177" n" " n+l

representa numeralmente a fungao

f(xl, ey xn) )
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Tal como foi observado a respeito da expressao numeral, o
conceito de representacdo numeral de um fungdo s6 tem sentido

construtivista se existir um algoritmo para calcular f (x o xn), de
modo a que X pode ser sempre determinado para qualquer

X ey X

E 6bvio que se f(x o X ) € numeralmente representavel por
n

)

essa formula representa numeralmente o predicado representativo

de f, F(xl,...,xn,x ).

F(x_,..x ,x

1 n' n+l

n+1

Assim, se

, 141 — = F(xl,...,xn,xnﬂ).

Definicao 2. [ Representagdo- |

Seja
f(x1, ... xp)
uma funcdo aritmética.

Diz-se que f (x1, ..., X;;) € Q—representivel em Z
se e somente se existe uma formula bem formada
O (X1, - Xy Xn+1)
de Z com
X1, woor Xn+1
varidveis livres tal que, para quaisquer

<k1 .. ky+1>
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niimeros naturais, as duas condigoes seguintes sio satisfeitas:

1) Se
fk1, ... k) =ky41
entao
— oc(kl, . kn, kn+1)

1
2) = (T xp41) O (X], o0 Xy X47) -

Proposicao 1. [ Representagido-@ e Representacdo |

Qualguer fungdo aritmética @—representdvel

¢ também numeralmente representivel.

Dem.:
A clausula 2) da Defini¢do 2 implica a cldusula 2) da Definicdo 1

por Introdugao e Eliminagao de V.
Definic¢ao 3. [ Fungcdo Zero |

A funcdo aritmética Z, tal que para qualquer
niimero natural x
se tem
Z(x)=0,

chama-se funcio zero.

Proposigao 2. [ A Fungdo Zero é g—Representdvel em Z |
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A fungdo zero é Q—representdvel em Z.

Dem.:
Como férmula bem formada de Z podemos adoptar a férmula
x=x)A(y=0).
i) Para qualquer k1,
Z (k1) = k2
implica que
kp=0.
A férmula resultante é

= (k=) A (0=0).

Logo, a condicao 1) é satisfeita.
ii) A univocidade do zero garante a condicao 2). A férmula

resultante é

1
FN[x=x)Ay=0)].
Definicao 4. [ Fun¢do Sucessor |

A fungao aritmética N, tal que para qualquer
numero natural x
se tem
N({@x)=x+1,

chama-se fungdo sucessor.
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Proposicao 3. [ A Fungdo Sucessor é g—Representdvel em Z]
A funcdo sucessor € 9—representdvel em Z.

Dem.:
Como férmula bem formada de Z podemos escolher a férmula
y=N(x).
i) Para qualquer k7,
N (k1) = k2
implica que
ko=k;+1.
Logo,

k, =N (k).

Entao,

=k, =N().

Logo a condicao 1) da Def. 2 é satisfeita.
ii) O Axioma Z4 assegura que a condicdo 2) é satisfeita e a

formula resultante é

1
T Iy=NEI.
Definic¢ao 5. [ Fungdo Identidade |
A fungao aritmética U tal que para qualquer

n-tuplo de niimeros naturais

X1, oo X
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se tem

U(xq, .. X;) = x;

chama-se fungdo identidade.
O nuimero

U (xq, ... X;5) = x;
representa-se pela notagio

Uln (X7, s X)) = X5

Exemplo 1.:

A funcao

2

-

3,1)=3

é uma funcao identidade.
Exemplo 2.:

A funcao

2

4

0,5)=5

é uma funcao identidade.

Proposicao 4. [ A Funcdo Identidade é @—Representivel
emZ |

A fungdo identidade é ¢—representivel em Z.
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Dem.:
Para formula bem formada de Z escolha-se a férmula
(x1 = Xl) A (x2 = x2) Al A (xn = Xn) A (Xn+1 = Xi) .
E facil verificar que as duas condicdes da definicdo 2 sdo

satisfeitas pela funcao U.

i) Se
n _
Ul. (k1, - ky) = k41
entao
le+1 = kl .
Logo,
kn+1 - ki
E assim,
TR Y
/\(kn = kn)/\(knﬂ = k1)
ii)
I—(Ellx YL(x, =x )A (X, =X,)A
n+1 1 1 2 2
A (Xn = xn) A (Xn+1 = Xi) I
Definicao 6. [ Substituicdo |

Considere-se a seguinte sucessdo de fungoes aritméticas:

h1 (x1, ..., xp)
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hy (1, .. X3)
e ainda a fungdo aritmética
g (X1, . Xpp)
Por hipotese, considere-se que as fungoes
g (X1, .y X130)
h1 (x1, ..., xp)

hy, (x1, .. X37)
sdo Q—representdveis em Z pelas formulas bem formadas sequintes:

i) g (x1, .., xy,) pela formula bem formada

B (X1, - Xy Xm+1)
if) A sucessio de fungoes
h1 (x7, .o Xp), o By (X7, .0 X)
pelas formulas bem formadas
01 (X1, s Xn41)r - Oy (X1, - Xn+1) -
Defina-se agora uma nova fungao aritmética f
por meio da equacdo seguinte:
fx1.oxy) =8 h1(x1, ... ), oo, By (X7, 0 X9) |
Entdo diz-se que a fungdo f
¢ obtida a partir da fungdo g e da sucessio de fungoes

h, o By

por substituicdo.

Uma fungdo f definida por uma aplicacdo da Definicdo 6

representa--se por vezes pela notagao
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n
(@ s e Iy -

Proposicao 5. [ O Processo de Substituicio Conserva a

Propriedade de Ser g—Representdiuvel |

Uma fungdo aritmética

fx1, . xp)
obtida de
g (X1, .y X13)

e da sucessio de fungoes

hy, ... hy
por substituigio é Q—representivel em Z, se
g (x1, ..., xp) €hy, ..., hyy

0 sdao.

Dem.:

Escolheremos como a férmula bem formada de Z

O (X1, s Xn41)

a expressao seguinte:
(3y1), s Gym) [0 (X1, s X, Y1) A -

e A O (X1 v Xy Y) A B (Y1 Y me Xn+1) -

Dem.: (Parte I.: Condicdo 1)
1. f(kq, . ky) = k41 Hipotese

2. hj(ky, . ky) =t Hipotese (1 <i<m)
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3. gty v ty) =ku+1 Definicao “g”
4. ai(q,..., qq) 2, Def. “o”
5 = B(t, ..t Lk ) 3, Def. “B”
6. H— oq (Q, ,_n,q)A...A 4,5, Def. “A”
nog (ky e kSt ARt et k)

7. +— @y, . Gym) [0 ( 1,...,1<_, 1) A 6, 3-Int.

8. [f(ky, .. k) =kpe1] = oc(kl,...,k_,knﬂ) 1,7, T. Ded.

) 1,8, MP

Dem.: (Parte II.: Condigdo 2 [ Reductio ])
1. 3y, - Gym) [07 (X1, oo Xy V1) A o A Hip. Red.
A Oy (X1, s Xy Ym) A B (Y1 s Yo U1) |
2. 3y Qym) [0 X1/ oo Xy Y1) A e A Hip. Red.

A Om (X1, Xp Ym) AB (V1 v Ymy 12) ]

3. 01 (X1, s Xy D7) A i A0y (X1 oor X1y BPy) A 1, 3-Elim.
AB (b, ..., by, u1)
4. 0] (X1, s Xppr C1) A woe Al (X1 +or X1y Cy) A 2, 3-Elim.

AB(c1, - oy WD)
5 (EI1 Xn+1) & (X1, - Xy Xn+1) Def. “h” como “¢ -repres.”

6. bj=¢ 3,4,5
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7. [B(b1, ... bppyu)) Aby=ciA..Abpn=cm] — 3,6
— B(cp, -y U7)

8. (EI1 Xn+1) B (X1, v Xpn+1)  Def. “¢” como “¢@ — repres.”

9. [B(cp vempup) AB(cy, e u2)] = up =uy 7,8
10. = [ (X1, «oor Xpy U1) A O (XT) ooy Xppy UD)] = U1 = U 9
11. = (3xp41) & (X1) o X Xn+1) 9 (parte L.), 3-Int.
12, — @'xps1) @ (ke s K xne1) 10, 11

1’ n
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SECCAO 4

EXPRESSAO E REPRESENTACAO

Definicao 1.

[ Fungcdo Caracteristica |

uma relagdo aritmética.
Entdo diz-se que a notagio
KR (x1, ..., xp)
designa a fungdo caracteristica de
R (x1, ..., x)

e define-se pela sequinte tabela:

R (x7, ..., xp) KR (x1, ..., x)
1% 0
F 1

Proposicao 1.

[ Expressdo e Representagcdo em Z |

Uma relacdo aritmética
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R (x1, ..., x3)
¢ exprimivel em Z se e somente se

a sua fungdo caracteristica é g—representdvel em Z.

Dem.: (Parte L.:)

1. SejaR (x7, ..., x;) exprimivel em Z.
2. Entdo existem as férmulas
= o (X1, ... Xp) ou = =0 (X7, ..., Xp)
conforme R (x1, ..., x;;) é verdadeira ou falsa,
i.e., Kg (x1, ..., x7) =0 ou Kg (x1, ..., x55) = 1.

3. Logo,aférmula — o« (k1 P kn , kn+1 ) tem a forma

[0 (X1, o Xp) AXp41 =01V [T 0 (X7, oo Xp) AXp1 = 1 .

4. A univocidade de 0 e 1 garantem a férmula

1
(F xp+1) [ (X1, s Xn) AXn+1 =01 Vv

V=0 (X], e Xp) AXpt1 = 1 1.

Dem.: (parte I1.:)

1. Se afuncdo caracteristica KR (x7, ..., X;;) € ¢—representavel em

Z, entdo tem-se a formula

— oc(kl,..., kn, n+1).
2. Se R (x7, ..., x;) é verdadeira entdo pode ser expressa pela

férmula o (k_1, ... k_,0) e se é falsa pela formula

n
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SECCAO 5

O ANEL COMUTATIVO Zn

Depois de termos provado que as fungdes iniciais e o processo de
substituicdo sdo @-representaveis, segue-se provar que O Processo
de recursdao também é @-representdvel. Assim qualquer funcdo
recursiva é Q-representavel.

Para levar a cabo esta representacao, no entanto, é necessario
dispor da notagao e de alguns resultados da Teoria da Congruéncia
de Gauss.

Para dar uma ideia do que é a Teoria da Congruéncia de Gauss
temos que regressar aos conceitos de divisibilidade e resto, ja
introduzidos. Para orientagdo usamos um exemplo numérico: a

tabela dos restos da divisao por 5.

Dividendo | divisor | Quociente | Resto D=d-Q+R
0 5 0 0 0=5-0+0
1 5 0 1 1=5-0+1
2 5 0 2 2=5.-0+2
3 5 0 3 3=5-0+3
4 5 0 4 4=5-0+4
5 5 1 0 5=5-1+4+0
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6 5 1 1 6=5-1+1
7 5 1 2 7=5-1+2
8 5 1 3 8§=5-1+3
9 5 1 4 9=5-1+4
10 5 2 0 10=5-2+0
11 5 2 1 11=5-2+1
12 5 2 2 12=5-2+2

Assim o resto deixado por qualquer inteiro n ao ser dividido por
5 é um dos nimeros

0,1,2,3,4.

Definicao 1. [ Congruéncia |

Dois niimeros inteiros a e b que ao serem divididos por m
tem o mesmo resto,
estao entre si na relagdo de “identidade quanto ao resto”.
A relacio de “identidade quanto ao resto” chama Gauss congruéncia.
O niimero m, a respeito do qual os niimeros a e b
estdo na relagio de congruéncia, é o modulos da relagio.
Assim, a expressio
«a e b sdo congruentes modulo 5»
denota a relagio de “identidade quanto ao resto” entre os niimeros a e b

quando sdo divididos por 5.



-28 - EPH: A Metamatemdtica [MSL]

A notacado de Gauss para a relacdo de congruéncia é a seguinte:
a="b (mod d)

que representa a congruéncia entre a e b modulo 4.

Exemplo 1.:

Os ntmeros 27 e 15 sao congruentes modulo 4.

) 27=6-4+3

if) 15=3-4+3.

27 e 15 sdo idénticos quanto ao resto ao serem divididos por 4 —

o resto idéntico é 3.

Em geral, se a e b sdo congruentes modulo d, entdo existe um
namero x, que € a solugdo da equagao
a—b=x-d .
Logo

a->b
X=——m.
d

Exemplo 1. (conti.):

27-15=4-x
12=4-x

1
4

x=3.

X
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Em particular, se

a—-b=x-d
entao

a=b+x-d.

Assim as seguintes proposicOes sdo equivalentes:
1. a=b(modd);
2. (3x)[a=b+x-d];
3. d|(a-b).

Proposicao 1. [ Congruéncia é Identidade Quanto ao

Resto |

a=b (mod m) <> R (a, m) =R (b, m) .

Dem.: (Parte I.: a=b (mod m) — R (a, m) = R (b, m))
1. a=b (modm)

2. a-b=k-m

3. R(bm=b-Q-m
(0<R<m)

4. a=b+k-m

5. a=(Q-m+R)+k-m

6. a=m-(Q+K)+R

7. R(a,m)=R

8. R (b, m)=R (a, m)

Dem.: (Parte II: R (a, m) = R (b, m) - a=b (mod m))
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1. R(a,m)=R (b, m)

2. a=Q-m+R
b=Q* m+R
3. a-b=(Q-Q* -m
4 m|(Q-QY m
5. m|a-b
6. a=b(modm)
Proposicao 2. [ Congruéncia como  Relacdo de
Equivaléncia |
A relagio de congruéncia
¢ uma relagdo de equivaléncia.
Dem.:

A identidade quanto ao resto satisfaz a definicdo usual de uma
relacdo de equivaléncia. Assim,
1. Reflexividade
a=a (mod d)
2. Simetria
(a=b) — (b=a) (mod d)
3. Transitividade

[(a=b)A(b=c)] — (a=c) (mod d)

As classes de equivaléncia induzidas pela relagdo de congruéncia

chamam-se classes de congruéncia e sdo formadas pelos conjuntos
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de todos os nimeros que deixam o mesmo resto ao serem divididos
por d.
Na altima tabela (dos restos da divisdo por 5) é facil verificar que
a coluna dos restos se deixa organizar em ciclos de ocorréncias
sucessivas do conjunto de niimeros
{0,1,2,3,4}.
No nosso exemplo hé justamente

n

5
ciclos de ocorréncias dos ntimeros
0,1,2,3,4
quando
n=01,..,n.
Esta observagao esta na origem de uma representacao geométrica
dos nameros inteiros que é diferente da usual. Na representacdo

usual, os nameros sdo representados como pontos de uma recta

v

e a cada nimero corresponde um e um s6 ponto.

Mas do ponto de vista da relacdo de congruéncia, dois niimeros
que sdo congruentes mod d sdo iguais quanto ao resto da sua divisao
por d e sdo por isso representados pelo mesmo ponto.

Para representar a coluna dos restos da nossa tabela vamos
comegar por representar um ciclo de ocorréncias. Para isso adopta-

se uma circunferéncia dividida num ntmero igual, d, de partes.
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Qualquer inteiro, ao ser dividido por d, deixa como resto um dos
numeros
0,1,..,d-1
0s quais constituem o ciclo recorrente mod d e aos quais é atribuido

um dos pontos da circunferéncia.

Exemplo 2.:

Representacdo dos restos modulo 6:

Mas qualquer inteiro é congruente mod 6 com um dos nameros
aqui representados e por isso é representado pelo mesmo ponto que
representa o nimero com o qual é congruente. Isto torna possivel
fazer uma representacao de todos os inteiros a volta dos restos de um
modulus. Para mod 6 a figura a que isso da origem tem os seguintes
valores positivos:

-, 12,6,0 1,7,13, ..

vy 11,5 - ~ 2,8, 14, ...

10,47 "3,9 15, ...
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Aqui as classes de congruéncia sdo as seguintes classes de
equivaléncia:
[0]
[1]
[2]

[5].

Para um tratamento elementar do conceito de congruéncia
comecamos por identificar os valores de x que satisfazem uma
férmula, por exemplo,

4-x=0 (mod?2) .

Estas formulas sdo conhecidas como “congruéncias” e sao
tratadas como equacgdes para as quais se determina o conjunto de
solucoes. Estas solugdes sdao

vy 4,-2,0,2,4, ..

.s-5,-3,1,3,5, ..

Em todo o caso é possivel distinguir estes dois conjuntos de

solugdes, pelo facto de em cada conjunto todos os inteiros sdo
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congruentes entre si mod 2 mas nenhum inteiro no primeiro

conjunto é congruente com um inteiro no outro conjunto mod 2.
Definicao 2. [ Classe de Congruéncia |

A classe de congruéncia de a modulo n,

que se denota por
a
[a]
¢ o conjunto de todos os inteiros que sio congruentes com a mod n.

[a]n ={b:b=a(modn)}

Definicao 3. [ Zn ]

O conjunto de todas as classes de congruéncia mod n,
que se denota por

Z
n

¢ o conjunto de todos os inteiros mod n.
Como se vé pela anterior tabela dos restos da divisao por 5 este
Conjunto tem exactamente n elementos, uma vez que so ha n restos
na divisdo de um inteiro por n. [ No exemplo da tabela 0, 1, 2, 3, 4.]

Definicao 4. [ Classe de Congruéncia Nula |

A classe de congruéncia nula ou a 0-classe de congruéncia é

a classe de congruencia de 0.
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E uma consequéncia das defini¢des que

[a]n = [b]n < a=b(modn).

Exemplo 3.:

Quando n = 2, como no exemplo acima, hd exactamente duas

classes de congruéncia
, 1
[01,, 111,
as quais sdo também as solucdes da equacao

4-x=0 (mod?2) .
Definicao 5. [ Elemento Representativo |

Um elemento representativo de uma classe de congruéncia é

qualquer inteiro que pertence a classe.

Exemplo 4.:

Zn = { [O]n’ [l]n, [n—l]n |
Z5 ={ [0]5, [1]5/ [4]5 }s

z,={101, 111, }.

Em particular tem-se a igualdade

@ k-n+a=[a]n.
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Para identificarmos a estrutura de Zn precisamos de introduzir

as funcdes Adicdo e Multiplicacdo entre classes de congruéncia.
Definicao 6. [+ x]

1. m>1) A(ae Z Anbe 7Z) —

—[a] +[b] =la+b] .

2. m>1) A(ae Z Anbe 7) —

—[a] x[b] =[axb] .

Proposicao 3.

entao

i) [a+b]n = [c+b]n;

i) [axb] =[exb] .

Dem.: (Parte L.: i) )
1. [a]n = [c]

n
2. nlc-a
3. c=a+k-n

4, [C+b]n = [a+k-n+b]n
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5. [u+k-n+b]n=[a+b+k-n]n
6. [a+b+k-n]n=[a+b]n ®
7. [C+b]n = [a+b]n

8. [a+b] =[c+b]

Dem.: (Parte IL.: i1) )
1. [cxb]n = [(a+k-n)-b]n

2. [cxb]n = [a-b+k~n-b]n
3. [cxb]n = [a-b]n

4. [axb] =[exb]

Em particular, se
[a] =1lc] ~ [b] =I[d]
entao

i) [a+b]n = [C+d]n ;
ii) [axb]n = [cxd]n.

[Dem.: substituir (na Proposi¢do anterior) b por um outro

elemento d que pertence a mesma classe do que b. |

E possivel construir tabelas para a Adicdo e para a Multiplicacao

em Zn' A ideia basica é que na interseccao da fila i com a coluna j

ocorre o numero
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no caso da Adicdo e
[a] x[b]

no caso da Multiplicacao.

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3

Definicao 7. [ Inverso Multiplicativo |

Diz-se que uma classe de congruéncia [a]n

tem um inverso multiplicativo modulo n
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se existeum b € 7 tal que

[a], x[b] =11] .

Diz-se assim que [b]n ¢ o inverso multiplicativo de [a]n,
o0 qual se denota por

[a]

0
Logo

[a] x[a] ' = [1]

0

Em particular se o inverso existe, entdo o produto
al x[b
[a], x[b]
é igual a classe de congruéncia [l]n, o que significa que o namero

2

a X b estd na classe congruéncia [l]n. Logo é congruente com 1

modulo n e assim

a-b=1 (mod n).

A Estrutura de Zn tem as seguintes descri¢des possiveis:

1. Soba Adigao e a Multiplicacdo modulo #n > 2, 0 conjunto
0,1,2,..,n-1
constitui um Anel Comutativo.
2. O conjunto das classes de congruéncia que tém inverso
multiplicativo modulo n é um Grupo sob a multiplicagdo. O

Elemento Identidade é [l]n e o Inverso de um elemento [a]n

-1

é [a]n .
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3. O conjunto das classes de congruéncia modulo n sob a

P

Adicao é um Grupo. O Elemento Identidade é a classe de

congruéncia [O]n e o Inverso Aditivo de [k]n é [_k]n .

Definicao 8. [ Divisor-Zero |

Diz-se que uma classe de congruéncia nao-nula [a]n

¢ um Divisor-Zero

se existe um inteiro b tal que:
i) (bl #[0] ;

i) [a] x[b] =10]
Exemplo 5.:

i) Z 5 tem inversos multiplicativos além de [1] 5/ cOmo [3] 5 e

[2] 5 umavez que

(3], % [2] = [6], = [1],.

ii) 7 5 nao tem divisores-zero além de [0] 5 mas é facil de ver que

Z _tem divisores-zero além de [0] 5 como [2]

6 , uima vez que

6
[2], x [31, = [0],.

Definicao 9. [ Primos Relativos aos Pares |

Num conjunto de niimeros inteiros positivos
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mi, ..., mg
diz-se que os elementos m1, ..., my

sdo primos relativos aos pares

se nenhum par tem um factor inteiro comum excepto 1.

Se dois nameros a e b satisfazem a Definicao 9, entdo a notacao

{(a)=1}

denota que os nimeros a e b sdo primos relativos aos pares.

Exemplo 3.:

[3,4,51.

Pela Definicdo 9, estes nimeros sdo primos relativos aos pares.

Proposicao 4.

Qualquer conjunto de inteiros M # & fechado
sob a Adicdo e a Subtraccio ou
consiste apenas em 0 ou contém um elemento minimo p,

juntamente com todos os multiplos de .

Dem.: (Parte I.: M contém um minimo)
1. Sejaae M A a=0.
2. Entao pelo fecho sob a subtracc¢ao
a—a € M,i.e, 0 e M.

3. Como
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0O-ae M
também —a € M.
4. Assim (da) (|a| = ta)A |a] e M.

5. Pela Boa Ordem de Z, seja n o menor desses elementos a.

Dem.: (Parte I1.: Todos os Multiplos de p estio em M (Inducio))

Dem.: (Parte II. 1.: Base da Inducgio (n=1))

1. n=1
2. p-1=p
3. p-1eM

Dem.: (Parte II. 2. Passo Indutivo)

1. k-pe M Hip. Indutiva
2. (k+1D)-p=k-p+p Distrib.
3. [(k-peM) A pueM)] - [(k+1)-pe M] Fecho

Em particular, se —n é um mdultiplo negativo, -n - p € M , uma
vez que pelo Fecho sob “—”

_n.u=0—n.u.

Dem.: (Parte II1.: M s6 contém Muiltiplos de 1)
1. Sejaae M um elemento arbitrario de M.
2. Entado
pla— (a=p-g+R).
3. Eassim

R=a-p-q.



-43 - EPH: A Metamatemdtica [MSL]

4. Ora
O<R<yp.
5. Mas como p é o menor elemento em M, R tem que ser igual a
0.
6. Assimaférmula2. a=p-g+ R simplifica em
a=pn-q .
7. Logo qualquer a € M é um mdltiplo de p.

Proposicdo 5. [ Existéncia de Inverso Multiplicativo |

{pg=1} - @)@y [p-x+q-y=1]
w>0,9>0,xe Z,ye Z).

Dem.:
1. Seja M o conjunto de todos os nimeros da forma
p-x*tq-y
que sdo maiores do que 0.
2. Entdo pela proposicio 4, M tem um minimo U, que se
representa por
(") w=p-x,+q-y,-
3. Para demonstrar
p-xtqy=1
em M é suficiente provar que p e g sdo multiplos de p.
4. A divisao de p por 1 pode ser representada pela férmula
(**) p=p-a+R

em que
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0 <R <pu.
5. Multiplicando ambos os lados de (*) por a tem-se
prx, O F gy, o=p-o.
6. Mas por (**)
L-oo=p-R.
7. Assim, por 5. e 6.,
p—-R =p- X, +q- Yy -
8. Logo, por7.,
R=p-(1-x -0 +¢q-(y, @)
9. Ora, pelo passo 1., u é o minimo positivo e por 4.
O< R <upu.
10. Logo R tem que ser iguala 0 .
11. Logo p é multiplode p .
12. Pelo mesmo raciocinio g é multiplo de i .
13. Assim p é um divisor comum de p e de g e, pela hip6tese 2., é
0 minimo.
14. Logo 0< pu <1 eassim
w=1.
Proposicao 6. [ Miaiximo  Divisor Comum  Como

Combinacdo Linear |

Qualquer par de inteiros
p#0,q =0
tem um maximo divisor comum positivo,

(v 9),
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o qual pode ser representado como uma combinagdo linear de p e q

com coeficientes inteiros x e y com a seguinte forma:

(pg)=p-xtq-y.

Dem.:
1. Formar o conjunto M de todos os niimeros da forma
p-x+q-y.
2. Para qualquer par de M tem-se a igualdade
pxp+qypD @ x2+qy2)=
=p-rtx)tg 1)
3. Logo M é fechado sob a Adicdo e a Subtraccdo e pela
Proposicao 4 consiste em todos os multiplos de um minimo
L e M com a forma
p-xtq-y=p.
4. Assim, qualquer factor comum k de p e g tem que ser um
factor de .
5. Por outro lado, pela proposicao 5, os niimeros p e 4 podem-se
representar por
p=1-p+0-q
q=0-p+1-q
e sdo multiplos do namero p.
6. Logo p é um divisor comum.

7. Assim, por 3., i é o maximo divisor comum.

Proposicao 7.
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p-x)*+(@-y)=1—> p-x=1(modq).

Se a equacdo (p - x) + (7 - y) = 1 é reduzida ao modulo g,

obtém-se

[P'x]q + [q-y]q = [I]q :

Como no modulo gq, q - y é congruente com 0, tem-se

p-x1, + 101, =111, -
Logo

[P'ﬂq = [I]q :

Assim x é o inverso multiplicativo de [p] .

Em particular, p - x é congruente com 1 modulo q e assim

p-x=1(modq).

Proposicao 8.

Dem.:

Se [ p]q tem um inverso multiplicativo

entio{(p,q)=1}.

[p]q tem um inverso [x]q Hip.

[P]q X [x]q = [l]q

p-x=1(mod q)
qlp-x-1
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o

@y)p-x-1=q-y
6. p-x-q-y=1
7. {(pg=1}

Exemplo 6.:

1=3-2+5-(-1)
1=6-5

Logo 2 é o inverso multiplicativo de 3 modulo 5.
Exemplo 7.:

Se p=50 e x =25, entdo ndo se tem
{(50,25)=1},
uma vez que 5|50 A 5|25.

Logo 50 ndo tem um inverso modulo 25.
Exemplo 8.:

Com ntimero pequenos é facil detectar um inverso num modulo.
-1, . .
Para encontrar [8] 11 © suficiente encontrar um nimero x tal que

8- -x=1 (mod 11).
Como o Resto de 11|56 ¢é 1,
x=7.

Exemplo 9.: [ Auto-Inverso |
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No modulo 20 tem-se

121=1.

Mas como 121 = 112, tem-se

[11] 11]

20 X 1y =11y,

e logo

[11],, = [11];(1) .

Proposicao 9.

{({(Ra)=1} A[R]|(@-b)]} — RIb.

Dem.:
1. a-b=p-R Hip., Definicdo
2. k-R+m-a=1 Prop. 5
3. k-R-b+m-a-b=">b 2, Subst.
4. k-R-b+m-p-R=b 1, 3, Ax. Identi.
5. R-(k-b+m-p)=0b 4, Distrib.
6. R|b 5, Def. “|”

A definicdlo de um ndamero p como primo quando tem
exactamente 2 divisores positivos, 1 e p, exclui I como ntmero
primo, uma vez que 1 ndo tem 2 divisores positivos diferentes.

Em particular, o menor ntimero primo é 2 e qualquer outro

ndamero par p > 2 tem pelo menos 3 divisores, 1, 2 e p.
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Proposicao 10.

[P() Apl@-b)] = [(p|la)vp|b)]

Dem.:
1. P (p) implica que os tnicos factores depsao £1e *p.

2. Se — (p|a), entdo os tnicos divisores comuns de p e de a sdao

+1.
3. Logo{(pa)=1}.
4. () @) [x-a+y-p=1]
5. Logob=b-(x-a)+b-(y-p).
6. Como por hipétese p | (a - b), entdo p divide
b (x-a)+b-(y-p).
6. Logopl|b.
Proposicao 11.

[P(p) np |(a1 -an)]e(Eli)p|ai.

Dem. [ Inducdo sobre n |:
Dem.: (Parte L.: Base indutiva (n = 1))
1. pla ;P | a ;
Dem.: (Parte II.: Passo indutivo)

1. Supor
p|(b1 - b2 ..o b _1) — (@) plb. .

n 1
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2. Reformular

a. -...-a
1 n

num produto de n - 1 inteiros

by b .

3. Definir a seguir

b.=a.,i<n-2
i i

b =q - a

n-1 B n—1 n

4. Introduzindo paréntesis, a féormula

Ay . d -(un_l : an)

reproduz o produto dos primeiros n -1 inteiros.

5. Logo

p|a1-a2-...-an_2 % p|(an_1-an).
6. Se

p|a1-a2-...-an_2

entdo pela Hipotese Indutiva
@)pla, .

7. Se p|(an_l - an) — p|an_1v p|an.

8. Logo (Fi)p]| a .

9. Logo (Fi)p]| a; , por v-Elim.

Proposicao 12. [ Teorema de Gauss, Teorema Fundamental

da Aritmética |
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i) Qualquer inteiro positivo x =2 tem uma representacio sob a forma

x:pl.pz.'”.p

n

emque p., Py, P, sdo niimeros primos e n = 1.

ii) Esta representagio é vinica.
Assim se existe uma outra representagio

x=t1-t2-...'tk

entdo k = n e é possivel redenominar t 1 tk de modo a que

pi = ti comi=12 .. n.

Dem. [Parte I.: Indugdo Completa |:
Dem.: (Parte I. 1: Base da Indugio (x = 2) )

1. Sex =2, entdo o Teorema reduz-se em 2 = 21.
Dem.: (Parte L. 2.: Passo Indutivo)
A Hipotese Indutiva é que o Teorema é verdadeiro para
todos os valores < x.
1. Sex>2entdo ou x é primo ou x é composito.
2. Se x é primo, o Teorema é verdadeiro e x tem uma
representacdo com um unico factor.
3. Se x é composito entdo pode ser expresso como um produto
a-b
em que a e b sdo menores do que x.
4. Mas pela hipotese indutiva a e b tém uma representacao

respectivamente II. e IT. como um produto de primos.
1

5. Logo, pela Proposicio 12 (Cap. I, seccdo 4), x tem a

representagao
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Dem. [Parte I1.: Indugio sobre o Comprimento da Representagio n |:

Dem.: (Parte II. 1.: Base Indutiva (n = 1))

1.

3.
4.

Supor que x é primo com uma representagao

Se s > 2, entdo x tem como divisores 1, tl’ tl . t2, i. e, 3

divisores.
Logo ndo pode ser primo.

Logos=1.

Dem.: (Parte II. 2.: Passo Indutivo)

A Hipotese Indutiva garante a univocidade da representacdo

até a um comprimento n - 1.

Supor que
r
x=J]t.
i=1 1
S
x=[]m. .
=1

Como t ] divide x, tem-se que existe um m. que t também

divide, pela Proposicao 11.

Pode-se redenominar m. de modo a que L divida m,.

Mas como m ; é primo, entdo tem-se

I =m._.
1 1

Eliminando o indice 1 em ambas as féormulas fica-se com
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x=J]t
i=2 1
S
x=[]m
i=2 1
6. Mas
,
x=]]t
i=2 1

é o produto dos r - 1 primos, o qual é igual ao produto dos
s -1 primos pela Hipotese da Inducao.
7. Logo
r=s
e fazendo a redenominacao

Vi)t =m, .
(Vi) t, = m.

Proposicao 13. [ Teorema de Euclides |

O conjunto dos niimeros primos € infinito.

Dem. [Reductio]:
1. A Hipoétese da Reductio é

* =
(*) Py P, (com P, 2)
ser a totalidade dos nameros primos.

2. Definir a seguir um namero E como

E=pn!+1.

3. Assim E deixa resto 1 ao ser dividido por qualquer dos p.-
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4. Mas pelo Teorema de Gauss E tem uma representacdo com
um divisor primo p.

5. Logo p|E e (Vi)p# p. -

6. Logo p é primo e ndo esta em (*).

A Lei da Cancelacao usada entre equagdes nao é sempre satisfeita
com congruéncias.
Embora
2-3=2-8(mod))
implique
3 =8 (mod 5)

em geral o resultado ndo obtém.
Exemplo 10.:

2-4=2-1(mod 4)
ndo implica
4=1 (mod 4).
Isto é devido ao facto de 2 ser um divisor do Modulus. Mas a

cancelacdo pode ser restrita a proposigao seguinte:
Proposicao 14. [ Teorema da Cancelacio |
{tkm)=1} - [k-a=k-b(modm)] — a=b (modm).

Dem.:
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1. k-a=k-b(modm)
2 [k x[a] =[k] x[b]

m m

3. {(k,m)=1}implica que existe o inverso de [k]

6. [a] =10l

7. a=b (modm)

Proposicao 15. [ Divisibilidade de Miiltiplos de Primos

Relativos |

{(ab)=1} = {[@|m)Arb|m)] =(a-blm)}

Dem.:
1. Se m é um maultiplo de cada um dos primos relativos a e b e
tal que
alm Ab|m
entao
m=a-k.
2. Como por hipétese b | m , entdo
b |k, uma vez que
bla-k—blk.
3. Comoala,tem-se

ala Ablk.
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4 Mas 2. k_ak
a b a-b

5. Logoa-b |a-k eassim

a-b|m.
Proposicao 16.

Seja n > 1. Entdo um elemento # [O]n em Zn

ou tem um Inverso ou é um Divisor-0 mas ndao ambos.

Dem.: (Parte L.:)

1. Supor que [a]n nao tem um Inverso.

2. Entao
(n,a)y=d A~ d>1.
3. Logo
dln A d|a
e assim tem-se
a=k-d

n=p-d,comp<n.

e assim que
a-p=k-n.

5. Logo [a]n X [p]n = [k]n X [n]n
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6. lal x[pl =10]

7. [a]n é um Divisor-Zero.

Dem.: (Parte II.:)
1. Supor que [u]n tem um Inverso, [b]n’ e que é dada uma
equacao

[a] x [b] =[0]

2. Entdo tem-se

[a] ' x[a] x[b] =[a]; x[0] .

n n n n

3. Assim
4. Logo [a]n ndo é um Divisor-Zero.

Proposicao 17. [ Teorema de Euler |

Se p é primo

entio qualquer elemento nao-nulo de Z;U tem um Inverso.

Dem.:

1. Se[a] #][0] ,entdo
[]p []p

—(pla).
2. Logo{(ap) =1}

3. Logo [a]p tem um Inverso.
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Notacao:

Para n > 1, o conjunto das classes de congruéncia de Zn que tém
um Inverso denota-se por
*
Z
n
Assim

%
[a]n € Zn o{@n)=1}
Proposicao 18. [ Fecho de Zjl Sob a Multiplicagdo |

n>2 A [a]ne Zj; A [b]ne Zjl —

-»MMXM%EZZ

Dem.:

*
n

1.[MneZZA[MneZ
2. {(@anm=1} A {(bn=1}
3. Mas pela Proposicao 10

pla-b — pla v pl|b.
4. Assim a-b ennaotém um factor comum além de 1.
5. Logo

{@b,nm=1}

6. Assim a-b tem um Inverso modulo n, i.e.,
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< 7 + >

7

Grupo Comutativo

<Z ,x>
n

Grupo Comutativo

<7 ,+ x>

Anel Comutativo

*
<7 ,+H, x>
n

Corpo

Definic¢ao 10. [ Congruéncia Linear |

Uma congruéncia linear é

uma equagdo da forma

a-x=b(modm).

Proposicao 19. [ Solugdes de uma Congruéncia Linear |

1) {(a,m)=1} —a-x=b (modm)

tem uma solucdo inteira x.

ii) {(am)=1}) =[a-x7=b(modm) A

Aa-xp=b(modm)] — x71=x) (modm).

Dem.: (Parte L.: Clausula i))
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L {(am=1}

2. @ @plp-a+tq-m=1]
3. [p-al +lg-m] =[]
4. [p-a] +[0] =11]
5. [p-a]l =111

6. [b] x[p-al =I[b]

m m

7. [bop) xla] = [b]

m m

m

8. b-p-a=b(modm)
9. Logo x=b-p

Dem.: (Parte I1.: Clausula ii): Congruéncia das Solugoes)
1. (x=x7)A(x=x))
2. [a-xy=b(modm)]Ala-xy)=b(modm)]
3. (a-xy=b)a(b=a-xp) = (a-x7=a-xp)

4. a-x7 =a-xp

5. X1=X2 (mod m)
Exemplo 11.:

6-x=5(mod17)

Solucao:
L {(617)=1}->0Cp @glp-6+q-17=1]
2. lp-6l, *lq-17], = 1],

3. [p6l, =111,
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1 (61 =131,

ol - 18l -x =151, - 13];;

6. «x = [15]17
7. x= [15]17
Exemplo 12.:
2 - x =3 (mod 5)

Solucao: x = [4]5

Proposicao 20. [ Congruéncias Simultineas |

i)  Seos Moduli mq e my sdo primos relativos e by e by
sdo numeros naturais, entdo as congruéncias simultineas
(*)  x=bqy (modmq)

(**) x=by (mod my)
tém uma solugdao comum x.

i)  Qualquer par de solugoes x1, xp é congruente modulo mq - my

X1 =xp (mod my - my).

Dem.: (Parte L.:)
1. Se por hipétese se tem
(%) x=bg (mod my)

entao
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(Vy) (x=by+y -mq).
Mas a condic¢do necessdéria e suficiente para este valor
x=byt+y -mg
satisfazer a congruéncia (**) é
by +y - mq=0by (mod my) .
Isto equivale a dizer que
my | by +y -mp=by .
Assim
my |y -mp—by+by.
Logo
y -mq=by—by (mod my) .
Mas como { (m7, mp) = 1 } pela hipétese, o Teorema anterior

garante a existéncia de uma solucao y para esta congruéncia.

Dem.: (Parte II.:)

1.

Suponha-se agora que x7 e xp sao duas solucdes das
congruéncias simultaneas
x =by (mod mq)
x = by (mod my).
Entdo pela Proposicao anterior
x1=x9 (mod my).
Logo
myp | x1—x7.

Do mesmo modo
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my | x1-x2.
5. Logo pela Proposicao 15 [ Divisibilidade de Muiiltiplos de Primos
Relativos |
mi-mpy | x1—x7.
6. Assim

x1=x) (mod my - my).

A doutrina do Teorema anterior pode ser aplicada a uma

sucessdo de moduli my, ..., mj , 0os quais sdo primos relativos aos

pares e a um n-tuplo de nimeros naturais. A Proposicdo a que se é

conduzido é conhecida como o Teorema do Resto Chinés.

Proposicao 21. [ Teorema do Resto Chinés |

i) Se os moduli

mq, ..., my

sdo primos relativos aos pares

sdo numeros naturais,
entdo as congruéncias simultineas

x =bq (mod mq)

x = by (mod my,)

tem uma solucdo comum x.
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i)  Qualquer par de solugoes é congruente modulo

mip -mp . -mj.

Dem. [ Inducdo em k |:
Dem.: (Parte I. 1.;)
1. Sek=1entdo a equagao

x =by (mod mq)
tem uma solucao
x=Q-mqy+by.
Dem.: (Parte L. 2.;)
1. A hipétese indutiva é que

X=b mod k -1) .

k-1 (
2. Logo esta congruéncia tem uma solugao

x=Q- mk—l + bk—l'

3. Mas resolver

xX= bk (mod my)

é equivalente a mostrar que

Q- m, +b 1 = b, (mod my).

1 Tk k

4. Logo

Q- m,_; = bk - bk—l (mod my).
5. Mas pela hipétese tem-se

{ (mk—l' mk) =1}
6. Logo

Q- m,_; = bk - bk—l (mod my)
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é uma congruéncia linear que tem uma solucdo pela

proposicao 19 [ Solugoes de uma Congrueéncia Linear |.

Dem.: (Parte II.:)
Qualquer par de solucdes é congruente modulo
mip -my ... -my
pelo mesmo argumento da parte II. da proposicao 20 [

Congruéncias Simultaneas |.
Exemplo 13.:
As congruéncias simultaneas
x = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 5)

tém uma solucao comum x.

1.  Pelo Teorema do Resto Chinés
x = 2 (mod 3)
tem uma solucao
x=Q-3+2.
2. Mas x ser uma solugao da 2% equacao é equivalente a

Q-3+2=3(modb).
3. Logo

[Q-3], +12], = [3], -
4.  Assim

[Q3]; = [3-2]; .
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5.  Calculando [3];1, obtém-se [2] 5

6.  Assim (por 4. obtém-se)

[31," % 131, x Q=111 x[3]".

7. Logo
Q=21

8. Mas[2]5=5-p+2.

9.  Assim o conjunto de solucdes com a forma comum
x=Q-3+2

[N

x=06-p+2)-3+2.
10. x=15-p+8
e assim

X = [8]15 .

E facil verificar que um dos valores de x ¢ 23, uma vez que
23 = 8 (mod 15)
23 =2 (mod 3)
23 =3 (mod 5).
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SECCAO 6

RECURSAO E REPRESENTACAO

Definicao 1. [ Sucessdo T de Godel |

Seja
1, .., n
uma sucessdo de niimeros naturais.
Entao existe o niimero n! tal que
n-n-1- .. -1=n!.
Assim o numero n! é divisivel por cada um dos elementos de 1, ..., n,
de tal modo que se obtém a sucessdo de divisibilidades
1|n!, 2|n!, .., n|n!.
Seja n! representado por I. Entio os elementos da sucessio I" de Godel
sdo os numeros da forma
(k+1)-1+1.
A sua representagio €

r=1-1+1,2-1+1, .., n-1+1, (n+1)-1+1.

Proposicao 1. [ Divisibilidade na Sucessdo T |

Os elementos de T

sdo primos relativos.
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Dem. [ Reductio |:
1. A Hipoétese da Reductio é a de que existe um ntimero primo p
tal que p divide
1+(G+1)-1
e p divide também
1+(G+k+1)-L
2. Entado
[1+(+k+1)-11=[1+(G+1)-1] (modp).
3. Logo p divide a diferenca
[1+G+k+D)-1]-[1+(G+1)-1],
4. Assimp divide
I+j-l+k-1+1-1—-j-1-1
5. Logopdividek-1I.
6. Entao
plk-1 = [l vplkl

Casol.: [p]|l]
1. pll =>[pl(G+1)-1] Definicao
2. pl1+(G+1)-1 Hipotese
3. = (pll) 1,2
Caso2.: [p|k]
1. k<n <max(1, .., n) Definicao

2. Logo, Definicao
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(Vk) (k[1)
3. lkAak|l) —pl|l Hipotese, 2
4. —~(@p|h)Ap|l 3, Caso 1. passo 3

Para exprimir em Z assercdes acerca de sucessdes finitas de

numeros naturais é essencial dispor da funcdo B de Godel.
Definicao 2. [ Fungcdo B de Godel |

Se m, I, k sdo niimeros naturais entdo a fungaio
B(m, 1 k)
calcula o resto da divisdo de m por um termo
k+1)-1+1
da sucessio T
Assim,

Bm,Lk)=R[m (k+1)-1+1]

Proposicao 2. [ Representabilidade de Sucessoes de

Niimeros Naturais pela Fungio f3 ]

<a0, ey an>e N—> @m)@3)[a=Bm1Lk].

Dem.:

1. Seja

uma sucessao de nimeros naturais.
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2. Entao existe um ntimero / tal que a sucessdo
r=1-1+1,2-1+1, .., n-1+1, n+1)-1+1
pode ser construida.
3. Seja
| =2 max (a1, ..., a,) .
4. Entdo
ap < (k+1)-1+1.
5. Mas pela Proposicao anterior os nimeros
(k+1)-1+1
sdo primos relativos aos pares.
6. Entdo as congruéncias simultaneas

X, =a [mod (1-1+1)]

x = an[mod(n+1)-l+1]

n
tém uma solucdo comum m, pelo T. do Resto Chinés.

7. Logom=a, [mod(k+1)-1+1].

k

8. Assim a = R(m, (k+1)-1+1).

9. Logo a = B(m,IKk).

Seja
Ay s A

uma sucessiao de nimeros naturais.
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Entao a o n tem uma representacdo por meio da funcao P

com as congruéncias simultaneas nos moduli
1-1+1,..,k-1+1,(k+1)-1+1.

Essa representacdo é possivel para qualquer sucessao

o

Para demonstrar o caracter recursivo primitivo da fungdo B de

Godel é util redenominar as variaveis do seguinte modo:

m = xq
I =x)
k=x3.

Proposicao 3. [ Recursdo na Funcido B de Godel |

Seja B a fungdo de Gddel. Entdo a fungio
B (x1, xp, x3)

¢ recursiva primitioa.

Dem.:
1. A funcao
B(x1,xp,x3) = R[x7, (x3+1) - xp+1].

2. Como as fungdes “ +”,“ - “, e “ R“ sdo recursivas primitivas,

B é recursiva primitiva.

Convém agora recordar que uma funcao
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fx1, .0 xp)
é @—representdvel em Z se e somente se existe uma férmula bem
formada

O (X7, s Xy Xn+1)

de Z com X1, ..., Xn+1 Vvaridveis livres, tal que a expressao

fky, o kyy) = ky+1

é representada por

para qualquer
k1, .. ky+1 -
Além disso tem-se ainda que representar em Z a univocidade de

X;;+7 por meio da férmula

1
= (3 xp+1) & (X7, - Xy Xn1) -

Proposicao 4. [ Representabilidade da Funcido P ]

A fungio
B (x1, x2, x3)

¢ @—representdvel em Z.

Dem.:

A férmula
O (X7, - Xn+1)

de Z tem a forma
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B (x1, %2, X3, x4)
com a seguinte configuracao:
FQ {x1={l[(x3+1) xp+1]- Q+xg} A

AMxg<(xz+1)-xp+1}}

1. B(ky, kp k3) =ky Hipoétese
2. k1=[(k3+1)-kp+1]-k+ky

3. kg<(kz+1)-kp+1

4, §={[(§+i)-k2+i]-ﬁ+§} T. Repres.

5 Q < (§+ 1) g +1 Expri. “<”

6 §={[(§+T)-g+i] E+§}/\ 4,5
ARy <O+ ) Ky +1]

7. B(x1,%x2,x3,X4)

8. (Ixq) B (x1, x2, X3, X4) 7, 3-Int.

9. (EI1 x4) B (x1, x9, X3, X4) 8, T. Univoci. e Resto

Para concluir o tratamento elementar do raciocinio recursivo
resta demonstrar que qualquer fungao recursiva é representavel na
linguagem Z. Uma fungdo é recursiva se e somente se pode ser
construida a partir das fungdes iniciais por um numero finito de
aplicacoes das Regras de Substituigdo, de Recursdo e do Operador p.

Assim a demonstracido do nosso teorema inclui uma
demonstragdo de que as fungdes sdo representaveis em Z e de que as

aplicacoes das regras de Substituicdo, Recursdao e do Operador p
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conservam o conjunto das fungdes representdveis em Z como
fechado a respeito destas aplicagdes.

Uma parte da nossa demonstracdo ja foi feita no presente
Capitulo, nomeadamente a parte que diz respeito a
representabilidade das func¢des iniciais e da Regra da Substituigao.
Por demonstrar fica apenas que a Regra da Recursdao e a Regra do
Operador p conservam fechado o conjunto das fungdes

representaveis em Z.

Comecando pela Regra de Recursdo, o nosso objectivo é
demonstrar que se uma fungao
ST X Y)
é definida por recursdo em y a partir das fungdes representaveis

g (X1, . Xp)

hix1, .. x 9 f (X7, 0 X3, Y) ]
entao a funcao
f&x1 o X Y)
também é representavel.
A concepcdo da demonstracdo consiste em conceber a funcao a
representar
L X)) = 2
como equivalente a assercao de existéncia de uma sucessao finita de

nameros

construida da seguida maneira:
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i) a,=g (X7, woer Xp)
ii) a].+1 =h (X1, .o X0 ], a].)
iii) a =z.
Pela Proposicdo 2 estas sucessOes finitas de ntmeros naturais
podem ser parafraseadas em termos de resultados do calculo da

funcao B de Godel. E como a funcdo B é representavel em Z, a

funcao f (x1, ..., x5, y) também o é.

Proposicao 5. [ Fecho pela Regra da Recursdo ]

O conjunto Ry das fungoes aritméticas representdveis em Z

é fechado a respeito da Regra da Recursdo.

Dem.:
Comecamos por definir a fungdo
f&x1 X y) =z
por meio do seguinte sistema de equacdes:
1) f(x7, ... %0, 0) = g(x7, ..., X))
(¢)
2) f(x1,oxpy+1l) =h[xg, .oy f(X1, 0 X, 1) .
A nossa hipotese é que as fungdes

g (X1, - Xp)

hlxy, oy f(x7, 0 X y) ]

sdo @—representdveis em Z por meio das férmulas bem formadas
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O (X7, s Xn+1)

B (X1, s Xn+3) -
Para proceder a representacdao da funcao
[ Xy Xy 47)

utilizaremos a formula bem formada

I' (X1, .o Xp42)
com a seguinte configuracdo:

(w) (Fu) @V){@wW)[B(u, v, 0, W) A0 (X1, ... Xy W) ] } A
AVW){W<xp+1 = Qy) @2) {[B(u,v,w,y) A
AB(u, v, N (W), z) | AB(u v, Xp+1, Xpn+2) A

AB (X1, o Xy W, Y, 2) } } .

Sinopse da demonstracao:

Parte 1. E satisfeita a primeira condicao da Definicao de
Representabilidade.

Parte IL:  E satisfeita a segunda condicao da Definicao de
Representabilidade.

Como ha duas equacgdes a considerar na definicao de
L X y) =2

a plano da demonstracdo é o seguinte:
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ParteI. [¢ > Parte II.
y
v v Univocidade
1* Equacéo | | 2% Equacao
v
Inducao
v Y v
Célculo de f | | Argumento | | Argumentos !
por Estadios paran para os Base da
Predecessores Inducao
den
v

Passo Indutivo

A 4

A 4

A 4

Hip. Indutiva

e Notacao

Andlise e

deT

Redenominacao

Conclusao

X = C
n+2
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Dem.: (Parte I.1.: Representabilidade da Formula (%))

1. f(ky, ... kyn)=m Hipoétese
2. n=0 Hipotese
3. g1, ... ky)=m 1,2, Def. “g”
4. (3b) (3c) B, c, 0)=m Prop. 2
5. +— B(b,c,0, m) 4, Prop. 4
6. I—oc(kl,...,kn,m) 3
7. — B (B, c,0, E) A O (q, ey q, E) 5,6, C. Prop.
8. — @w){B(b,c,0,w) A« (Q, q w) } 7, 3-Int.

9. (Fu) @v){@W)B(u,v,0,w) A a(k_ ,..,k ,w)} 8 I-Int.

1’ n

10. T'(k,, ..., k ,0, m) 9, Def.“T”

n
Dem.: (Parte I. 2.: Representabilidade da Formula (w))

Enquanto que na demonstracdo anterior consideramos n = 0,
agora viramo-nos para o caso em que 71 > 0.
Crucial no argumento é a identificacdo dos estadios do célculo da
funcao
fxg, . xp, 1),

por meio dos quais é determinado o valor genérico de n.

Dem.: (Parte 1. 2.1: Cilculo de f por Estddios)
1. Sen>0

entdo a funcao
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fk1, ... kyy, m)

é calculada por meio das equagdes (¢) em n + 1 estadios.
No estadio i o resultado do célculo é

fky, . by i) = a; .
Formar a sucessao dos nimeros

Ay By A

Entdo existem os nimeros b e c tais que
(3b) 3c) B (b, c, i) =q;
em que o estadio i se encontra
0<i<n.
Logo o resultado do célculo no estadio i é representavel em Z
pela férmula
— B(B,E,i,{) :

Em particular para o primeiro estaddio tem-se

B(b,c,0)=a0.

Assim,
flk1, ... by, 0) = g (k1, ..., kyy)

Este resultado é representavel em Z pela férmula

H— B(b, c,0, ao) /\oc(kl,..., kn,ao).

E assim, por 3-Introducdo,

(*)  (@w){B(b, c,0,w) Aok, ko

Dem.: (Parte I. 2.2.: Arqumento paran')

1.

fk1, . kyyym)y =m.
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Entdo, pelo passo 2. (parte I. 2.1.) aplicado a n, tem-se que
flk1, ... kyym) =a, .
Assim,
(3b) 3c) B(b,c,n)=m.
Esta férmula é representavel em Z por
(**) B(b,c,n, m).
Em geral tem-se para um estadio i
0<i<n-1
que
B (b, ci)=a;.
E pelo passo 2. (parte I. 2.1.)
fky, .. by 1)
Ora
B cit+tl)= a.

+1°
Logo
flk1, . ky,i+1)=a,

i+1°

Assim,
fk1, o kyi+)=hlky ... ky i fky, ... ky i) ] =
=h(kq, ... ky, 1, a;) .
Este resultado é representavel em Z pela férmula

I B(b,c,i,a )AB(b,c,N({),a _)A

i i+1
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/\B(kl,..., kn, i,y,z)}.

Dem.: (Parte 1. 2.3.: Arqumento para os Predecessores de n )

1. Como ja foi estabelecido no capitulo 1],
= [a@Ara)A..ra(k-1)] &
o (V) [(x<k) > a(x)].
2. Assim, tem-se
(%) (vw){(w<n) = @y) @2 [B(b, c,w,y) A
A B (b, E,N(w),z)AB(E,..., g,w,y,z)]}.

3. Formar a conjungao

SINGINGLE
4. Aplicar 3-Introducdo duas vezes.

5. r(kl,...,k,ﬁ,a).

Dem.: (Parte II.: Univocidade)

Nesta parte demonstraremos

1 - - =
= (3 xn+2)F(k1,...,k , N, X

n n+2

).

A demonstragao é feita por indugdo em n na metalinguagem.

Dem.: (Parte II. 1.: Base da Inducio (n=20))
1. fky, ... kyn)=m

2. n=0

3. f(x1, . x,0) =g (x7, ... Xp)

4. g(x7, .. X)) =m
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5 x =m
n+2

1

6. H— (3 xn+2) I'(kq, ... kp, 0, x

n+2)

Dem.: (Parte II. 2.1.: Hipotese Indutiva e Notagio )

1. Supor

1 _

(3 xn+2) I' (k k ,n,x

2. O resultado do calculo das funcdes g e f serd representado
por
a=g (kg ... ky)
b=f(kqy, ... ky, n)
c=f(k1, .. ky,n+1).
3. Entao o ntimero ¢ pode ser representado pela equacao
c=hlky ..kyn fky, ...k, n)].
4. Logo, pelo passo 2.,
c=h(ky, ...k, nb).

5. Logo, este valor é representéavel por

— B(Q,...,k_,ﬁ, b, c).

n
6. O valor de g, por sua vez, é representado por

— oc(k_ .,k_,a).

17" n

7. Entdo para a férmula I" tem-se no ponto n

= I, .k nb).

on

=3

8. Finalmente para o sucessor de n

— r(kl,...,k_,n+1,6).

n
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Dem.: (Parte II. 2.2.: Andlise e Redenominagio de I")

1. Suponhamos que se designa por X 50 resultado no estadio

n + 2 a ser representado pela férmula

S ey k_,n+1,x .
1 n n+2)

2. Temos assim que demonstrar que x I é representado pelo
n

numeral ¢ e assim,

X =C.
n+2

3. Mas pela Hipotese 1. ja se pode concluir

(Ew) [B (b, ¢, 0, w) o (ks k ,w)].

4. Em particular tem-se paran + 1
)

5. Entdo resulta ainda da Hipotese 1. que

B(b,c, n+1, xn+2

(vw) {(w<n+1) - (Jy) 32) [B (b, c, W, y) A
A B(b, ¢, N W), z) A B(k_l,...,g,w,y,z)]}.

6. Logo, para os predecessores de n
(vw) { (w<n) = (3y) @2) [B (b, ¢, w,y) A
A B(b,c, N (w), z) A B(k_l,, g,w,y,z)]}.

7. Entdo o Passo 5., V-Elim. e a 3-Elim. ddo-nos a férmula

B(b,c, n,d)AB (b, c, n+1,e)/\[3(1<_1,..., g,n, d, e).

Dem.: (Parte II. 2.3.: Conclusdo: x . =c)
n+2

1. T (k_, ..k ,n, d) Parte II. 2.2 - passos: 3, 6, 7
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2. d=Db 1, Parte II. 2.1. - passo: 7
3. B (q, v 1?, n,b,e) Parte II. 2.2 - passo: 7
4. c=e Parte II. 2.1. - passo: 5
5. B(b,c,n+1,c) Parte II. 2.2. - passo: 7
6. X ,=¢ Parte II. 2.2. - passo: 4

Resta-nos demonstrar que o conjunto das funcdes representaveis
em Z é fechado a respeito da Regra do Operador pu. O argumento é

que se a fungao a representar
@1, o k)

é calculada em termos de uma funcdo representavel por meio do
Operador p, entdo também é representavel. A funcdo representavel
é a funcao

8 (X1 s X, Y)
e para o menor dos seus zeros usamos a notagdo da Seccdo 1 do

Capitulo I
wy [ (¥1, - X y) = 0].

Proposicao 6. [ Fecho pela Regra do Operador u ]

O conjunto Ry das fungoes representdiveis em Z

¢ fechado a respeito da Regra do Operador 1.

Dem.:
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A fim de satisfazer a definicdo de representabilidade, a
demonstragao decorre em duas partes. Mas antes de a realizar é util

considerar o seguinte:

1. A nossa hipétese é a da existéncia dos zeros da funcdo g sob

a forma

(Y%7, .0 x) Qy) [ & (x7, s X1, y) = 0] .
2. A representacio de ¢ em Z supde-se ser realizada pela

férmula bem formada
A (X1, - X42) -
3. Seja agora
fG1 s xp) =y 8 (xg, - Xy, y) =01
4. Entdo diremos que f é representavel em Z pela férmula bem

formada

¢ (X1, - Xpn41)

com a seguinte configuragao:
1A (X1 s X4, 0) A (YY) [y <Xn41) =

- 7AX], X0 ¥V, 0) ]}

Dem.: (Parte I.: Representabilidade de ¢ (xq, ..., Xn+1) )

1. f(ky, ... ky)=m Hipotese
2. gk, . kyy,m)y=0 Hip. 3,1
3. (k<m) — g(kqy,... ky, k) #0 2, Def. “<”
4. +— Ak, ,..,.k ,m,0) 2

1 n
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5. — (k<m) —>-A(k1,...,kn,E,O) 3
6. H— (Vy)[(y<m) a-A(E,..., q,y, 0) ] 5, V-Int.
7. A(E,...,H,E,O) A 4, 6, A-Int.

AY) [y<m) >=A(k .,k ,y0)]

8 = o1 - Xn+1) 7, Def. “A”

Dem.: (Parte II.: Univocidade )

Nesta parte estabeleceremos

@x ok .k x

n+1

[ Reductio |

1. A(k,,.., kn , Zl’ 0) A Hip.

,0) A Hip.

3. = (z1=22)v(z1< 22)\/(22<z1) Cap. II
4. Z, < z, Hip.
5. (z,<z) —>-A(k_1, Jk z,,0) 1, V-Elim.
6. ﬂA(Q,..., q z,,0) 4,5, MP
7. A (Q, q z,,0) 2, A-Elim.

8. z,<z Hip.
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9. (Zl< zz)%-'A(kl,...,kn,zl,O) 2, V-Elim.
10. ﬂA(E,...,H,zl,O) 8,9, MP
11. A(Q,...,q,zl,m 1, A-Elim.
12. z =z, 3,11, RAA

Uma consequéncia associada as Proposicoes 5 e 6 é a da
expressibilidade de qualquer relacio ou predicado recursivo na

Linguagem Z. Esse é o contetido da nossa tltima demonstragao.
Proposicao 7. [ Expressibilidade em Z |
Qualgquer relagio recursiva

R (x1, ..., x)

¢ exprimivel em Z.

Dem.:
1. Seja
R (x7, ..., x39)
um predicado ou uma relagao recursiva.
2. Entdo a sua fungao caracteristica 1, Def. 4 (Cap. I, Sec. 4)
KR
é uma funcao recursiva.
3. Entdo a fungdo KR é representavel em Z. 2, Prop. 4
4. Logo Cap. II (R é exprimivel <>

R(x1, ... xp) < KR ¢ representivel )
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é exprimivel em Z.
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SUMARIO
DO CAPITULO III

As relacOes e fungdes aritméticas tém o dominio e o contra-
dominio nos nimeros naturais.

As relacOes aritméticas sdo (numeralmente) exprimiveis em Z
através de formulas bem formadas demonstraveis em Z. As func¢oes
aritméticas sdo (numeralmente) representdveis e @-representaveis
em Z por meio de férmulas que denotam o valor e a univocidade do
valor da funcao. As fungdes iniciais Zero, Sucessor e Identidade sao
assim representdveis. Uma funcdo obtida de funcdes -

representaveis através da regra da substituicao é ¢-representavel. A

([N

funcao Caracteristica de uma Relacdo R tem o valor 0 se R
verdadeira e 1 se é falsa. A expressdo de uma relacio em R é
equivalente a ¢-representacdo da funcdo Caracteristica de R. Para a
representacdo de qualquer funcdo recursiva em Z é necessario usar
conceitos e notacdo da teoria da congruéncia de Gauss. Nos axiomas

para o Anel Comutativo < Zn’ +, x > a Identidade Aditiva mod n é
[O]n e o inverso de [a]n é [—a]n. A Identidade Multiplicativa mod n

é [1] . E demonstrada a existéncia de um Inverso Multiplicativo

num modulo e que existe uma solu¢do comum para congruéncias
simultdneas em médulos que sdo entre si primos relativos.
A sucessao de Godel é constituida por termos com a forma geral

(k+1)-1+1eafuncdo [ calcula o resto da divisdo de um ntimero m
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por um termo da sucessdo. Esta funcdo é recursiva, @-representavel
e permite a representacdo de sucessdes de nimeros naturais. Com
esta representacdo demonstra-se a representabilidade de qualquer
funcdo recursiva e, em particular, que recursdo implica expressao

em Z.



