Gerhard Gentzen, SOS! [MSL]

M.S. Lourenco

GERHARD GENTZEN
SOS!

I. INTRODUCAO

II.

1.
2.
3.

3.1. [
3.2, [

[ Fontes |

[ Motivagio |
[ Estrutura |
Alfabeto |
Estratégia |

AS REGRAS

e N ok X

—_
e

Regra das Premissas |

Regra de Modus Ponens |

Regra de Modus Tollens ]

Regra da Introducio e Eliminagio da Negacdo Dupla |

[

[

[

[

[ Regra da Demonstragio Condicional |
[ Regra da Introducio da Conjungio |

[ Regra da Eliminacdo da Conjungio |

[ Regra da Introdugdo da Disjungao ]

[ Regra da Eliminagdo da Disjuncio |

[

Regra da Reductio Ad Absurdum ]




-2- Gerhard Gentzen, SOS! [MSL]

I.  INTRODUCAO

1. [ Fontes |

O Calculo da Deducao Natural ou Célculo de Sequentes foi
criado por G. Gentzen em 1935.

Se ao calculo de Gentzen se tirar a negacdo dupla obtém-se o
Célculo Minimo de Johannson. O Célculo Proposicional

Intuicionista é o Calculo de Johannson com o axioma a A ~a — x.

2. [ Motivagio |

Num sistema axiomatico de deducdo, como o sistema de
Hilbert-Bernays para o Calculo Proposicional e para o Calculo de
Predicados de 1* Ordem (Ver “Teoria Clédssica da Dedugdo” para o
enunciado dos axiomas) s6 se podem usar como férmulas iniciais de
uma demonstragio ou um axioma ou uma proposicio ja
previamente demonstrada. Na&ao ¢é permitido introduzir
temporariamente  hipéteses ou premissas durante uma
demonstragao ou fazer a sua conclusao depender de premissas . Mas
como na realidade da demonstracdo matematica se faz amplo uso
deste processo, Gentzen procurou formular um sistema que captasse
a realidade da experiéncia matemaética, o cédlculo da deducado
natural. (Contrasta com o cardcter suposto ser artificial da deducao

axiomatica).

3. [ Estrutura |
Um sequente é uma tabela de 4 colunas por n filas na qual

uma derivagao esta representada.
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A notagdo é uma férmula em que o martelo separa o conjunto
das hipoéteses da proposicao a derivar:

Hipétese 1, ..., hipétese n | proposicao .

Coluna 1: contém os conjuntos de premissas de que um passo
na derivacdo depende, com a notacdo usual de colchetes para
conjuntos;

Coluna 2: os nameros dos passos, de 1 a n;

Coluna 3: as férmulas de cada passo i;

Coluna 4: as justificagdes de cada passo i, 0 que inclui o ntime-
ro do(s) passo(s) e o nome da(s) regra(s) que legitimam o passo .

A forma final é a seguinte:

{1 L. xXXXX j, Regra

O significado intuitivo é que o conjunto de premissas a

esquerda de i implica a proposicdo xxxx a sua direita.

3.1. [Alfabeto ]
i) Letras latinas mintasculas:
a,b,..,xYz
ii)  Os simbolos funcionais:
~, AV,
e os quantificadores

(Vx) (Ix) .
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3.2. [ Estratégia ]

O objectivo estratégico é derivar a féormula a partir das
hipdteses por meio das regras de tal modo que seja decidivel em
cada passo qual é a accdo das regras sobre as férmulas.

O célculo do conjunto de premissas para cada passo é

estipulado pelas regras usadas no passo.

II. AS REGRAS

1. [ Regra das Premissas ]

Permite a introducdo de uma premissa em qualquer passo da
demonstracdo. Uma premissa depende apenas de si propria e por
isso, na coluna 1, o nimero do passo é elemento do conjunto de
premissas.

Ex.:

{4} | 4. a—b | Regra das Premissas

2. [Regra de Modus Ponens ]
Permite a eliminacdo da implicacdo se é dado o antecedente. O
conjunto de premissas da conclusao € igual a unido dos conjuntos de

premissas de que a conclusdo depende.
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A sua notacao é:
a—b, a |- b.

Da origem ao sequente:

{1} 1. |la—> b R. Pr.

{2} 2. |a R. Pr.

{1, 2} 3. | b 1,2 Regra de Modus Ponens
Exercicio:

a—(b—c),a—b,a }ec
Solucao:

Os 3 primeiros passos sao as premissas e 0s restantes sdo

aplicagdes de MP:
{1} 1. a—(b—c) R. Pr.
{2} 2. a— b R. Pr.
{3} 3. a R. Pr.
{1, 3} 4. b— ¢ 1,3, MP
{2, 3} 5. b 2,3, MP
{1, 2, 3} 6. c 4,5, MP

3. [Regra de Modus Tollens ]
Permite a eliminagdo da implicacdo com a negacdo do
antecedente. O calculo do conjunto de premissas é como em MP.

A sua notacao é:
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a—b, ~b |—~a.

E representada pelo sequente

{1} 1. la—> b P
{2} 2. | ~b P
1,2} 3. | ~a 1,2, MT

Exercicio:

a—(b—c)a ~c |—~b.

4. [ Regra da Introdugio e Eliminagio da Negagio Dupla |

i) a | ~~a
i) ~~ala
Exemplo:
{1} 1.| a P
{1} 2.| ~~a| 1,Neg. Dpl
5. [ Regra da Demonstragio Condicional |

Permite a introducdo da implicacdo
a—b
se previamente se derivou b a partir da premissa a.

No célculo do conjunto de premissas da férmula a — b,
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o nimero do passo a ndo é elemento do conjunto de premissas na
fila a — b. Diz-se entdo que a premissa a foi descarregada.

O padrao é o seguinte:

{1} 1. a RP

{1,?} | n. b R???

{n} n+l.| a—b 1, n, DC
Exercicio:

a—(b—c) F b—(a—c).

Solucao:

A regra das Premissas permite introduzir a premissa do
enunciado e ainda as premissas adicionais b e a. Duas aplica¢des de
MP e duas aplicagdes de DC dado a férmula pedida. O célculo do
conjunto de premissas da férmula de chegada tem que ser {1}.

Exercicio:

b—c F (~b—>~a)—(a—c).

Solucao:

A melhor tactica é usar a Regra das premissas e usar como
premissas adicionais ~b — ~a e a.

[Se julga que é ilicito usar como premissas material que estd a
direita do martelo, pense que a regra DC vai fazer com que esse
material nao figure no calculo do conjunto de premissas da férmula

final.]
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6. [ Regra da Introdugio da Conjungdio |
Permite a introdugdo da conjuncdo a A b se se tem as
premissas a, b. O conjunto de premissas da conjungao é igual a unido

dos conjuntos das premissas.

Exemplo:
{1} 1. a P
{2} 2. b P
{1,2} | 3. anb 1,2, A-Int.

7. [ Regra da Eliminagdo da Conjungio |
Permite a eliminagdo da conjuncdo a A b em favor de um dos
termos a, b. O conjunto de premissas do termo final é igual ao do

passo em que a conjungao ocorre.

Exemplo:
1] 1. | anbd P.
{1} | 2. | b 1, A-Elm.
Exercicio:
@nrb)—c F a—(b—c)
Solucao:

Defina a sua tactica pela pergunta: quais sdo as hipéteses

adicionais que mais directamente conduzem ao objectivo?
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8. [ Regra da Introducio da Disjungio |
A sua notacao é
afbavb
Permite a introducdo da disjungdo a v b, dado um dos termos como

premissa. O conjunto de premissas da disjuncdo é igual ao do da

premissa.
Exemplo:
{1} | 1 a RP
{1}y 2. | avb 1, v-Int.
Exercicio:
avb |- b va.

9. [ Regra da Eliminagao da Disjungio |

Se de ambos os termos de uma disjuncado a v b se pode derivar
c, entdo a regra permite a derivagdo de c. Na coluna 4 a justificacdo
de c tem que ter 5 digitos: um para o nimero em que ocorre a v b e
os 2+2 restantes sao os numeros da ocorréncia de a e da derivagao
de c a partir de a e o nimero da ocorréncia de b e da derivacdo de c a
partir de b.

O padrao é o seguinte:
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1 avb
2. a
k. c
k+1. b
m. c
n. c

A justificacdo a direita é: 1, 2, k, k+1, m, v-Elm.
Exercicio:

O exercicio anterior por v-Elm.

{1 | 1 avb I

{2} | 2. a P

{2} | 3. bva 2, v-Int.

{4} | 4. b P

{4} | 5. bva 4, v-Int.

{1 | 6. bva 1,2,3,4,5, v-Elm.

Numa demonstracdo por v-Elm a férmula que se pretende
demonstrar ocorre 3 vezes: uma 1% em que depende de um termo da
disjungdo, uma 2% em que depende do outro termo e uma 3 em que
depende apenas da disjuncao inicial

O conjunto de premissas da férmula final é por isso igual ao

da disjuncdo inicial.
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Exercicio:

b—c | (avb)—(avec).

10. [ Regra da Reductio Ad Absurdum ]

Permite a derivacdo de a depois de ser provado que ~ a
conduz a uma contradi¢do. A premissa ~ a chama-se “a hipotese da
reductio”. Na justificacdo de a a direita sdo langcados os nameros dos
passos da hipotese da reductio e da contradicdo. O conjunto de
premissas a esquerda de a ndo contem a hipdtese da reductio como

elemento. Ela é descarregada como em DC.

Exemplo:
a—ba—~b |- ~qa.

{1} 1. a—b P

{2} 2. a—~b P

{3} 3. a Hip. Red.

{1, 3} 4. b 1,3, MP

2,3t |5 | ~b 2,3, MP

{1,2,3}] 6. ba~b 4,5, A-Int.

{1, 2} 7. ~a 3,6, Red. Ad Abs.
Exercicio:

Com Red. Ad Abs. derivar o sequente para

a—~a | ~a



