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ACERCA DE UMA EXTENSAO
ATE AGORA NAO UTILIZADA

DO PONTO DE VISTA FINITISTA!

P. Bernays chamou diversas vezes a atencao? para o facto de
que em virtude da indemonstrabilidade da Consisténcia de um
sistema, por métodos de demonstragdo mais elementares do que os
do proprio sistema, é necessario ultrapassar os limites da
matematica finitista em sentido hilbertiano para demonstrar a
Consisténcia da Matematica cldssica, mesmo da proépria Teoria
classica dos Numeros. Uma vez que a matemadtica finitista é
definida® como a matematica da evidéncia concreta, isso significa que
(como também Bernays explicitamente formulou em L’enseignement

mathématique, 34 (1935), pg. 62 e 69) para a demonstracdo da

" Traducdo do original alemao do célebre trabalho publicado por Godel em
1958, “Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten
Standpunktes”, Dialectica 12, pp. 280-287.

2 Ver por ex. : Entretiens de Zurich (ed. de F. Gonseth, 1941), pg. 144, 147; e ainda
HILBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, Vol. 2 (1939 ), § 5; e Rewv.
Internat. Phil. Nr. 27-28 (1954), Fasc. 1-2, pg. 2.

’ Comparar com a formulacao de Hilbert em Math. Ann. 95 (1925), pg. 171-173.



MSL, Boletim da Sociedade Portuguesa de Matemdtica 55. -2-

Consisténcia da Teoria dos Numeros se tem que usar alguns
conceitos abstractos. Compreendem-se como conceitos abstractos (ou
nao-concretos) os que sdo essencialmente ou de segunda ou de
ordem ainda maior, isto é, que em vez de conterem propriedades ou
relacdes de objectos concretos (por exemplo de combinagdes de
simbolos), fazem referéncia a estruturas de pensamento (por exemplo a
demonstragdes, ao sentido de proposigdes etc.) de tal modo que nas
demonstracdes se faz uso de juizos sobre estas proposicdes os quais
ndo resultam das propriedades combinatérias (espacio-temporais)
das combinagdes de simbolos que as representam, mas antes do seu
sentido.

Embora, devido a inexisténcia de um conceito preciso de
evidéncia concreta, respectivamente abstracta, ndo exista uma
demonstracdo rigorosa da constatacdo de Bernays, ndo pode no
entanto praticamente subsistir qualquer davida acerca da sua
correcgdo, em particular desde a demonstracdo de Gentzen da

formalizacdo, na Teoria dos Numeros, de todas as recursdes em

nameros ordinais menores do que g,. Assim a validade da
inferéncia recursiva para g, ndo pode certamente ser interpretada

como imediatamente concreta, como por exemplo ainda é possivel
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com o’. Isto significa mais precisamente que se deixa de ter a
percepcdo simultdnea do conjunto das possibilidades estruturais
que existem para sucessOes descendentes e, por essa razdo, nao
existe qualquer conhecimento concreto de que cada uma destas
sucessOes tem que necessariamente terminar. Em particular, este
conhecimento concreto ndo pode ser realizado por uma transicdo
gradual de ordinais menores para ordinais maiores, mas apenas um
conhecimento abstracto, com o recurso a conceitos de ordem
superior. Este ultimo passo ¢é garantido pelo conceito de
“accessibilidade”4, o qual é definido como a demonstrabilidade
informal da validade de uma dada forma de inferéncia. Também no
ambito do que é para ndés a matemaética concreta ndo é possivel
reconduzir a inferéncia por inducdo, a partir de um namero ordinal
suficientemente grande, a uma cadeia de outras percepgdes.

Qualquer tentativa de o fazer conduz a indugdes que sdo

essencialmente da mesma ordem. Se a necessidade de conceitos

* W. Ackermann esclarece em Math. Zeits., Bd. 53, pg. 407, que “acessivel” tem
um sentido concreto quando se compreende demonstrabilidade como
demonstrabilidade formal, a partir de regras dadas. Mas deve no entanto
reparar-se que a validade da inferéncia de uma determinada propriedade por
indugdo transfinita s6 se segue com o recurso a conceitos abstractos (ou com o
recurso a inducdo transfinita na metamatemadtica). De resto o conceito de
“acessivel” pode ser substituido, pelo menos para indugdes até &g, por

conceitos abstractos mais fracos (comparar com HILBERT-BERNAYS,
Grundlagen der Mathematik, Bd. 2).
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abstractos é apenas condicionada pela impossibilidade pratica de se
ter uma percepgao® concreta e combinatéria de situagdes demasiado
complexas, ou ela tem antes razdes de principio, ndo é decidivel
sem reflexdo adicional. No segundo caso, depois de se terem
tornado precisos os conceitos em causa, deveria ser possivel uma
demonstracao rigorosa daquela necessidade.

Em qualquer caso a constatacdo de Bernays ensina a distinguir
duas partes componentes da atitude finitista, nomeadamente em
primeiro lugar o elemento construtivo, o qual consiste em que s6 se
pode falar de objectos matematicos na medida em que se pode exibi-
los ou obté-los através de uma construcdo; em segundo lugar o

elemento especificamente finitista, que exige além disso que os

> Repare-se que uma caracterizacdo adequada em Teoria da Demonstracéo de
uma idealizagio (abstraindo da impossibilidade acima mencionada) da
evidéncia concreta, contera formas de inferéncia que para ndés ndo serdo
concretas mas que poderdo muito bem permitir uma reducdo da inferéncia
indutiva a uma inferéncia de uma ordem essencialmente mais pequena. Uma
outra possibilidade de efectuar uma extensao do primitivo ponto de vista
finitista, para a qual o mesmo pode ser dito, consiste em impor que os conceitos
abstractos, que s6 poderdo referir conceitos finitos e objectos (e de facto de uma
forma finita e combinatéria) sejam incluidos na matemaética finita e que depois
este processo seja reiterado. Um exemplo de tais conceitos sdo os que estdo
envolvidos na reflexdo sobre o contetido de formalismos finitos ja construidos.
Um sistema formal que corresponde a esta concepcdo foi proposto por G.
Kreisel. Comparar com a sua conferéncia no Congresso Internacional de
Matemaética em Edimburgo, 1958. Repare-se que numa tal extensdo do ponto
de vista finitista o elemento abstracto ocorre de uma forma essencialmente mais
fraca do que ocorre na extensdo que a seguir vai ser proposta, ou do que ocorre
na légica intuicionista.
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objectos, acerca dos quais se faz assercdes e com os quais
construcdes podem ser efectuadas e as quais se obtém a partir deles,
tém que ser “concretos”, o que significa em Gltima analise que tém
que ser estruturas espacio-temporais de elementos, as propriedades
dos quais, exceptuando a igualdade e a desigualdade, sdo
irrelevantes. (Ao contrario na légica intuicionista tais objectos sao
demonstragdes e o sentido de proposicdes).

E esta segunda exigéncia que tem que ser abandonada. Até aqui
este facto era tomado em conta pela adjuncdo a matematica finitista
de partes da légica intuicionista e da teoria dos niimeros ordinais.
Mostra-se a seguir que para a demonstracdo da consisténcia da
Teoria dos Ntiimeros em vez desta adjuncao se pode usar o conceito
de uma fungao calculavel de tipo finito sobre os nameros naturais e
certos principios muito elementares de construgao. Para isso explica-
se o conceito “funcdo calculavel de tipo t“ da seguinte maneira: 1.
As fungdes calculdveis de tipo 0 sdo os ntimeros naturais. 2. Se os

“

conceitos “funcéo calculavel de tipo 7,“, “funcdo calculavel de tipo

”

t

s -, “funcdo calculavel de tipo 7, “ (em que k > 1) ja foram

definidos entdo define-se uma funcao calculavel de tipo (to, tyseoes tk)

como uma operagao que € sempre realizavel (e construtivamente
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reconhecivel como tal), a qual cada k-tuplo de funcdes calculaveis

dos tipos 1, 1,,..., 1, faz corresponder uma fungéo calculavel de tipo
t,- Tem que se considerar este conceito® como imediatamente

compreensivel” pressupondo que os conceitos “fungdes calculaveis

de tipo t,” (i =0, 1, ..., k) ja foram compreendidos. Por se considerar

o tipo t como varidvel, obtém-se o conceito, necessario para a
demonstragdo da consisténcia, de uma funcdo calculdvel de tipo
finito t.

Como axiomas evidentes utilizam-se além dos Axiomas da
Identidade (também para fungdes)8, os Axiomas 3 e 4 de Peano e a
Regra de Substituicdo para varidveis livres e ainda, primeiro,

axiomas que permitam definir funcdes através de uma equagao com

® Pode-se duvidar se temos uma concepgao suficientemente nitida do contetido
deste conceito, mas nao se pode duvidar da validade dos axiomas que a seguir
se apresentam para este conceito. A mesma situacdo aparentemente paradoxal
obtém para o conceito que fundamenta a légica intuicionista, de demonstracao
evidentemente correcta. Como as reflexdes que se seguem e a interpretagdo
intuicionista da teoria das fungdes recursivas e dos funcionais mostram, ambos
0s conceitos sdo, dentro de certas fronteiras, como conceitos fundamentais,
mutuamente substituiveis. Para isso é preciso ter em conta que se o conceito de
funcao calculavel nao contém implicitamente o conceito de demonstracgdo, entdo
a realizabilidade das operacdes tem que ser imediatamente perceptivel a partir
da cadeia de defini¢des, como é o caso com todas as funcdes do sistema T que se
apresenta a seguir.

7 E conhecido que A. M. Turing com a ajuda do conceito de uma maquina de
calcular deu uma definicdo do conceito de uma fungao calculavel de primeira
ordem. Mas se este conceito ndo tivesse ja sido previamente compreensivel, a
pergunta sobre se a definigdo de Turing é adequada nao teria qualquer sentido.
® A identidade entre funcdes é para ser compreendida como igualdade
intensional ou igualdade definicional.
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um termo, ja construido a partir de varidveis e de constantes
previamente definidas, por meio de inducdo simples sobre uma
varidvel numérica e, segundo, a inferéncia por inducdo completa
sobre uma varidvel numérica. O que significa que os axiomas deste
sistema (a que se chamard T) sdo formalmente quase os mesmos’
dos da teoria das fungdes recursivas primitivas, mas as varidveis
(excepto aquelas sobre as quais se aplica a indugao), tal como as
constantes definidas, podem ter um tipo arbitrariamente finito sobre
os numeros naturais. Para simplificar no que se segue junta-se o
calculo proposicional bivalente aplicado a equagdes, embora as
funcdes de verdade sejam substituiveis por funcdes da teoria dos
nimeros. Ndo sdo permitidas varidveis ligadas. O sistema T tem o
mesmo poder demonstrativo de um sistema da teoria das fungdes
recursivas em que seja permitida a indugdo completa para todos os

numeros ordinais menores do que g, (na sua representagao usual).

A reconducdo da consisténcia da teoria classica dos nimeros a do

sistema T consegue-se com o auxilio da seguinte interpretacdo da

’ Na definicdo pela equacdo com um termo ocorre no entanto uma diferenca,
uma vez que também uma funcdo P de um tipo mais alto pode ser definida por
[ P(x;, X5, v X)) 1 (¥, Yy, v Yn) = E. Mas esta diferenca desaparece se

fungdes n-arias forem substituidas por fun¢des undrias da maneira prescrita por
Church.
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teoria dos numeros de Heyting, a qual por sua vez se pode
reconduzir a consisténcia da teoria classica'®:
A cada férmula F da teoria intuicionista dos nameros!! (cujas

varidveis livres na sua totalidade se representard por x) faz-se

corresponder uma férmula F' com a forma (3y) (z) A(y, z x ), em

que y e z sdo sucessdes finitas de varidveis de qualquer tipo e A (y,
z, x ) € uma expressdo sem quantificadores na qual ndo ocorrem
outras varidveis além de y, z, x. As varidveis das sucessoes x, y, z,
cujo namero de termos também pode ser nulo, sdo todas distintas
entre si. A sucessdo composta por x e y por esta ordem denota-se
por x .

Sera usada a notagao seguinte:

1. v, w, sdo sucessdes finitas de varidveis de qualquer tipo; s, ¢
sdo variaveis numéricas; u ¢é uma sucessao de variaveis
numeéricas.

2. V é uma sucessdao de varidveis cujo nimero e tipo sao

determinados pelo facto de cada uma delas poder ser aplicada

10 Comparar com Ergebnisse eines math. Kolloquiums, herausg. Von K. MENGER,
Heft 4 (1933), pg. 34.

""" A teoria dos ntimeros deve ser formalizada de tal modo que ndo ocorram
quaisquer varidveis para proposi¢des ou para fungdes. Tem que se considerar
que os axiomas do cédlculo proposicional sdo esquemas para todas as insergdes
possiveis.
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a y como sucessdo de argumentos e de que a sucessdo dos
valores assim obtidos (que se denotara por V ( y )) concorda
com os da sucessdo v no que respeita a0 namero e ao tipo dos
seus membros.

3. Analogamente a sucessdo de variaveis Y (respectivamente Z,
respectivamente Z) é determinada, no que diz respeito ao
namero e ao tipo dos seus membros, pela sucessao de
argumentos s (respectivamente yw, respectivamente y) e pela
sucessdo Yy (respectivamente z, respectivamente z) com o
mesmo tipo da sucessdao dos valores.

Fungdes com 0 argumentos e valores de tipo T serdo identificados
com objectos de tipo T, sucessdes de varidveis com 1 termo serdo
identificadas com variaveis.

A correspondéncia de F' para F é feita por indugdo sobre o
numero k de operadores légicos que ocorrem em F. (As condigdes a
observar para a escolha de simbolos para as varidveis ligadas assim
como a fundamentacdo heuristica das defini¢des serdo dadas depois
das férmulas.)

I. Para k=0sejaF =F.

II.Seja FF=(3y)(z) A(y zx) e
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G =3v)(w) B(v, w,u) jadefinidos

entdo per definitionem :

1. (FAG)' = 3yv)(zw)[A(y,zx)AB(v,w u)l.

2. FvG) ' =(3yovt)(zw)[t=0AA(y,zx).v.t=1A

AB(v,w,u)l

3. [(s)F]1"=(3Y)(sz) A(Y(s), zx).

4. [(3s)F]" =(Isy) (2) A (¥ 2 ).

s € uma varidvel numérica arbitraria. Antes de se aplicar as regras
1 - 5 pode ser necessario redenominar as varidveis ligadas das
formulas F' e G’ de modo a que sejam distintas entre si e também
distintas das varidveis das sucessdes x e u. Além disso as varidveis
ligadas das sucessdes t, Y, V, Z, Z que sdo introduzidas pela
aplicacao das regras 2, 3, 5, 6 tétm que ser escolhidas de modo a que
sejam distintas entre si e distintas das varidveis que ja ocorrem nas

respectivas férmulas.
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Repare-se que 6. se segue de 5., se —p for definido por p o. 0=1.

5. obtém-se (nos casos especiais que ocorrerem) identificando a
proposicdo (Ix) H(x) > (Fy) R (y) (respectivamente (y ) R (v )
D (x) H(x)) com a existéncia de fungdes calculaveis definidas
para todas as sucessOes de argumentos do tipo da sucessdao de
varidveis x, as quais fazem corresponder a cada exemplo para o
Implicans  (respectivamente cada contra-exemplo para o
Implicatum) um exemplo para o Implicatum (respectivamente um
contra exemplo para o Implicans).

Evidentemente que nao se pretende afirmar que as Defini¢des 1-6
reflectem o sentido das particulas l6gicas introduzidas por Brouwer
e Heyting. Até que ponto é que aquelas definigdes podem substituir
estas particulas s6 pode ser decidido por uma investigacdo em
detalhe. Mostra-se facilmente que se F é demonstravel no sistema Z da
Teoria dos Niimeros de Heyting entdo pode-se definir funcoes Q em T para
as quais A (Q (X) , z, x ) é demonstrdvel em T . Nomeadamente é facil
de verificar que esta afirmacgao é valida para os axiomas de Z e que a
sua correccdo é conservada das premissas para a conclusdo na

aplicacdo de regras de inferéncia de Z .
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A verificacao é especialmente facilitada se se adopta de partida
o seguinte sistema de axiomas da l6gica intuicionista'?:

Axiomas: Taut, Add, Perm, e os axiomas duais destes para A, 0 =
1.2 p (—pédefinidoporp o.0=1).

Regras de Inferéncia: Modus Ponens, a Regra da Insercao para
variaveis livres, Syll (com duas premissas), Sum, Exp, Imp, as regras
da introducdo e da eliminacdo de um quantificador universal
(respectivamente existencial) no Implicatum (respectivamente
Implicans) de uma implicagdo ja demonstrada.

Para a demonstracdo da consisténcia da Teoria Classica dos
Ntumeros sdo eliminaveis os axiomas e as regras de inferéncia que
contém Vv e 3. Verifica-se que para todas as regras que se seguem de
Sum, a proposicdo a demonstrar em T é essencialmente a mesma
que ja foi demonstrada a partir da premissa.

E claro que pressupondo os mesmos conceitos basicos se pode

construir sistemas muito mais fortes do que T, permitindo por

"2 Relativamente as designacdes, comparar com Principia Mathematica, 2 ed., pg.
XII. As mesmas designagdes sdo também usadas para as regras de inferéncia
que correspondem as férmulas.
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exemplo tipos transfinitos ou a forma de inferéncia usada por

Brouwer na demonstracdo do “Teorema do Leque”3.

ABSTRACT

P. Bernays chamou a atencdo para o facto de que para se
demonstrar a consisténcia da teoria cldssica dos nameros se tem que
fazer uma extensdo do ponto de vista finitista de Hilbert,
permitindo além dos conceitos combinatérios que se referem a
simbolos certos conceitos abstractos. Os conceitos abstractos, que até
agora tém sido utilizados para este fim, sdo os da teoria dos
numeros ordinais construtivos e da légica intuicionista. Mostra-se
que em vez destes se pode utilizar o conceito de uma funcado
calculavel de tipo finito simples sobre os ntiimeros naturais, em que
nao sao necessarios outros processos de construgao para tais funcoes
além da recursdo simples sobre uma varidvel numérica e a
substituigdao reciproca de fungdes (com fungdes triviais como ponto

de partida).

13 Comparar com A. HEYTING, Intuitionism, 1956, pg. 42.
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