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T HOLISMO:
O SENTIDO ESTA NA FUNCAO-AMBIENTE -

QUAIS SAO 0S DOIS ULTIMOS DIGITOS DE 32832

L. [ NOTACAO POSICIONAL ]

E dtil comecar por tirar partido da diferenca entre um

elemento de Z e o simbolo usado para o representar, o numeral,

visto que o mesmo elemento pode ser representado por simbolos
diferentes, por numerais arabes, romanos, gregos,etc.

No sistema decimal os digitos 0, 1, 2, ..., 9 sdo usados para os

primeiros nove elementos de Z*. E assim um ndmero inteiro,
como duzentos e vinte e dois, pode ser representado como
200 +20 +2
ie.
2.102+2-10+2

Pa

e esta expressao é, no sistema decimal, codificada na expressao
simbolica 222.

O ponto crucial é que um simbolo individual como 2 nao é um
nome, nao tem sentido isoladamente, desligado do papel que
desempenha na funcdo-ambiente em que ocorre. O seu sentido
depende do seu local de acgdo: nas unidades, ou nas dezenas ou nas

centenas.

! Lourenco, M.S.: 2006, Julho.
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Numa notagio posicional qualquer inteiro pode ser
representado por meio de diversas combinag¢des dos 10 simbolos 0,
1, ..., 9. Em geral numa férmula como

x=a-10° +5-10% +¢-10+d
os simbolos a4, b, ¢, d chamame-se o0s coeficientes e sao os inteiros de 0 a
9. Assim x pode ser codificado na abreviatura
abcd.

Estes coeficientes, na ordem d, ¢, b, a sdo os restos deixados nas
sucessivas divisdes de x por 10. (Exemplo: 1984 deixa 4 como resto
na 1% divisdo por 10, deixa 8 na segunda, etc.).

Para representar estes factos com a devida generalidade
adaptamos a notacdo, de modo a representar os coeficientes com
uma Unica letra com indice e as diversas poténcias descendentes de
10 a partir de n.

Assim a férmula a que se é conduzido é

x=a,-10" +a,_1-10" " +...+ a1 - 10+ ap.
A abreviatura que codifica x serd entao
a, dy—_1 Ayp—> ... a1 4g.

Os numeros 4a,, .., 4y sdo os restos deixados por x nas
sucessivas divisdes por 10.

Esta forma de representacdo é independente do sistema
decimal, i. e., da escolha de 10 como base. Pode-se adoptar, p. ex.,
um sistema octimal (de base 8). No sistema octimal um inteiro x é

representado por

k,-8" +k, 18" +..+k -8+k.
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Os coeficientes k sdo os nimeros de 0 a 7 e x é codificado na

abreviatura
ky, k1 ... k1 kg-

Ex.: o nimero 123 no sistema decimal seria denotado no

sistema octimal por
1-82+7-8+3.

E facil de verificar que a sua abreviatura, 173, retine os restos
das divisdes sucessivas de 123 por 8.

Leibniz considerava que o sistema diddico, cujos tnicos
digitos sdo 0 e 1, era uma imagem da Criacdo, em que 1 representa
Deus e 0 representa o vazio. E assim como Deus criou todos os seres
a partir do vazio, assim também 0 e 1 representam todos os
nuameros.

Qualquer namero x é representado por uma sucessao destes
dois simbolos. A adicao e a multiplicacdo tém as seguintes tabelas:

1+1=10 e 1-1=1.

Assim para representar em notacdo diddica o ntmero cuja
notacdo decimal é 79 o polinémio a que se é conduzido é:

2640224024 +1.23+1.22+1.21 +1.2°,

O seu codigo diddicoé1001111.

As multiplicagdes no sistema bindrio sdo especialmente
simples.

Exemplo:

7 -5=35 terd a seguinte configuracao:
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111
101

111
000
111

100011

Mas este ntiimero € justamente 35 em notagdo decimal.

Exercicios:

i) Escrever a tabela da adigao na base 5.

if)  Qual é a notagdo diddica do numero cuja notacdo
decimal é 2227

iii)  Qual é a notagdo decimal do numero cuja notacdo de
base5é¢ 111117

Mais interessante ainda é constatar que o local de acgdo
informa sobre o contetido. Exemplo: quais sado os dois ultimos digitos
do nimero

3283 ?

Um minimo de teoria é necessario para se apreciar o problema

e a sua solugdo. A ideia basica é proceder a uma generalizacdo do

pequeno teorema de Fermat e a aplicacdo segue-se imediatamente.

II. [ PARA A GENERALIZACAO DE FERMAT ]
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Definicao 1 [ A Fungdo ¢ de Euler |

O niimero de elementos em Z;,
que se denota por
@ (n),
é igual ao niimero de inteiros entre
1, ..., n (inclusive)
que sdo primos relativos com n .
Exemplo 1:
Se n=25,qualé o valor de ¢ (n)?
1,2,3,4,5,
6,7,8,9,10,
11,12, 13,14, 15,
16, 17,18, 19, 20,
21, 22,23, 24, 25.
1.  Os tnicos inteiros entre 1 e 25 (= 52) que tém um factor
em comum com 5> sdo aqueles inteiros que sdo divisiveis por
5.
2. Eles sao precisamente:
(*) 1:5=5,
2-5=10,
3-5=15,
4-5=20,
5.5=25=5

e52=5"1.5
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3. Logohaem (*) 5271 =5 ntimeros que sao divisiveis por 5.
4. Assimem (*) ha

52-5271=20
nimeros que ndo sao divisiveis por 5.

5. Estes 20 ntimeros sdo primos relativos com 25 (= 52) e logo

sdo o valor de ¢ (52).

Teorema 1 [ A Funcdo de Euler |

Sepéprimoe ne Z*
entdo

o (p")=p"-p"".
Demonstracao:

1. Os tnicos inteiros entre 1 e p”" que tém um factor em

comum com p"* sdo aqueles inteiros que sdo divisiveis por p.
2. Elessao:

L-p=p,

2-p,

3-p,
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3. Assim existem p''"" nameros nesta sucessdo que sdo
divisiveis por p.
4. Logoentrele p" existem
n_ n-1
p —r
nimeros que ndo sdo divisiveis por p.

5.  Entdo sdo primos relativos com p" e portanto o valor de

o (p").

Exemplos:
1. 1,23,4,5.
Determinar o valor de ¢ (5).
®(3) =5 -5
= 5-5
=5-1
=4.

2. 1,2,3,4.
o 4) =9 (2%)
_ 92 _»5l
=4-2

Lemal
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Se a e b sio niimeros naturais e (a#0)

entio com ke ZV e re Z7,

(b=a-k+r)—(b,a)=(a,r).

Demonstracao (Parte 1.:)
1. Seja o = (a,b).

2. Entdodé|a A 6|b.
3. r=b-a-k

4. Logoé|b —a-k,oqueimplica que
o|r.

5. Assim 6 é um divisor comum de a por 2. e de r por 4.

6. Logod| (a, ).

Dem. (Parte 11.:)
1. b=ak +r.

2. (@nlan (@ar)]r
o que implica que
(a,7) | b.
3. Assim (a, ) é um divisor comum de a por 2. e de b
também por 2.

4. Entao (a, r) divide (g, b) o que implica que

(a, r) divide 0 .
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Dem. (Parte 1I1.:)

1. Entdod|(a,r) e (a, 1) |d.

2. Pela anti-simetria da relagdo “ | “ 0=(a, 1) .

3. Logo(ab)=(ar).
Teorema 2

{(a,0) =1} = [p(a-b) = p(a)- p(b)].

Demonstracao (Parte I.: Existéncia de Z;.b)
1. [m], e [n], sdoelementos de, respectivamente,
Z; e Zz.
2. Se os elementos [m], e [n], sdo dados, entdo podemos
definir um elemento
[x] b
em Z;.b.
3. DPara provar
[x]ap € Zz-b
é suficiente provar que [x],; tem um inverso multiplicativo

modulo a-b.

4. Como a hipétese do teorema garante que a e b sdo primos
relativos, o Teorema das Congruéncias Simultineas (Prop. 20 em
EPH) assegura a existéncia de um unico inteiro x que é a
solucao das congruéncias simultaneas

x =m(moda)
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x =n(modb).
5. Em particular x é tnico até a congruéncia modulo a-b.
6. Entdo para provar que [x],; tem um inverso comegamos
por representar m como a combinacdo linear
m=a-k+x.
7. Assim a nao divide m e portanto
{ (m, a) =1}.
8. Mas m=a-k+x implica pelo Lema que
(m, a) = (a, x).
9. Logo {(a,x)=1}.
10. Para n também se tem a representacao
n=>b-k+x
e com o mesmo argumento de 6. tem-se
{ (b, x)=1}.
11. Logo pelo Teorema de Euclides
{(a,c)=1} A{(b,c)=1} = {(a-b,c)=1}
tem- se
(@) =T Al(b,x)=1} = {(a-b,x) =1},
e, pelos passos 6. e 8., tem-se
{(a-b,x)=1}.
12. Logo x e a-b sdo primos relativos e a Prop. 5 de EPH

assegura que x tem um inverso multiplicativo mod a-b.

Dem. (Parte Il.: A Bijecgio f)

1. Vamos definir uma bijec¢ao

f:Zap —[Al¥[B,
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em que o codominiio [A], X[B], denota o produto cartesiano
das duas classes:
[Al, X[Bly = {<[m],, [nlp >:[m)y € Zoppy Alnly € Zigp).
Assim (Vx)(x€ Zgp) f(x)=<[m]y,[n] >
i.e., f faz corresponder a qualquer elemento [x],; um par
<[m],,[n]p >.
2. Seja [x];p um elemento de Z;.b
e seja m o representante padrao de [x],p -
3. De{(x, a-b)=1}deduz-se{(x,a)=1}.
4. Como se tem para x a representacao
x=k-a+m
entdo { (m, a) = 1}.
5. Entdo [m],e Z:,.
6. Repetindo o mesmo argumento para n obtém-se
[y Zp.
7. Assim a cada elemento [x],; corresponde um tinico par
<[mla,[n]p >
em que
x =m(moda)
x =n(modb).
8. Como x é tnico até a congruéncia modulo a-b tem-se que
a elementos diferentes correspondem pares diferentes.
9. ftem uma inversdo f 1 visto que a qualquer par
<[mlq,[n]p >

também corresponde um tnico elemento [x],;., -
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Dem. (Parte 111.:)
1. Assim Z;.b e [A]; X[B], sao equicardinais.

2. Masem ZZ-b existem @ (a-b) elementos e em

[AlaX[Bly
existem @ (a) - ¢ (b) elementos, uma vez que o cardinal do
produto cartesiano é igual ao produto dos cardinais dos
factores.

3. Logoporl.

Exemplos:

1. ¢ (100).

Como 100=22%-52, o teorema permite calcular ¢ (4-25) como
@ (4) - ¢ (25). Assim ¢ (100) = 2-20.
2. Calcular ¢ (14) e ¢ (17).

III. [ EXTRAIR INFORMACAO DA POSICAO |

Teorema 3 [ Teorema de Euler |

As duas Formulagoes Equivalentes :

L n22a{(x,n)=1} =[x], Arpn)=[1],

. 2?0 =1 (modn).
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Demonstracao (Parte I.:)

1. Z;; = conjunto dos elementos de Z,, que tém inversos.

. . ~ * . . »
2. Definir uma permutagdo rsobre Z,, cujo efeito é formar o

conjunto de todos os mdaltiplos de Z; por meio da
multiplicacao

[x]-Z,.
3. Assim [x]-Z,, = {[x]-[y]:[yle Z,,).

*

4. Como [x]e Z:l tem-se que qualquer elemento em [x] - Z,
também é elemento de Z; e reciprocamente.

5. Finalmente 7 ¢é uma bijeccdo em Z:l.

i)  Sely] # [z], a férmula
(*) [ -yl =[x - [2]
é falsa uma vez que o Teorema da Cancelagdo aplicado a
férmula (*) permitiria derivar [y] = [z].
ii) Como todos os elementos de Z:l sdo imagens, 7 é uma

sobrejeccao.

Dem. (Parte 11.:)
1.  Os conjuntos [x] - Z; e Z; tém assim 0 mesmo numero

de elementos.

2. Logo

*

[x]-Zy =7,
3. Seja < H(Z;),o > 0 Grupo formado pelo conjunto de todas

as permutacdes em Z;; sob Composicdo. Pode-se definir entao
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*
um novo elemento [£], que depende de Z,, e que é o namero

*

de elementos em I (Z,,), i. e.,

(& =2Z,!.

4. Como ZZ é fechado sob multiplicagao
[de Z,,.

5. A bijeccdo implica

(] Z =[4]
6. Assim

[1]-[2],....[n]= [x]-[1]-[x]-[2],... [x]-[n].

7. Comoem 1, ..., n [x] tem ¢ (n) ocorréncias a férmula 6.
tem a reformulacao

(1= [

8. Mas por 4. [£] tem um inverso, [f]_l.

9. Logopor?7.
(e [£]=[x17).
10. 1=[x]?0.

11. 2% =1 (modn).

Exemplos:
L Calcular o valor y da congruéncia
17
[3" he =y
1. Pelo Teorema de Euler, com x =3 e n = 16, tem-se

3216 =1 (mod 16).
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2. p(16)=0(2)-p@B)=1-4=4.
3. 3%*=1 (mod16), por1l.e2.

4. [B)**-3=3".

5. 1*.3=31

6. 3=3"mod16.

7. y=1[3he-

[N.B.]

A restricdo no antecedente do teorema tem o seguinte rationale:
Ex.:

Sex=2en=16

entdo 2210 =1 (mod16).

Como g (16)=@ (8) - p (2) =4 -1=4.

Entdo 2% =1 (mod16).

IT. (Continuacao dos exemplos.)

Quais sdo os dois tltimos digitos do niimero 3 ~283 ?

1. No sistema decimal um ntimero, como por ex. 1984, tem

uma representagao polindmica candnica
1-10%+9-102 +8-10" +4-10°.

em que os digitos 1, 9, 8 e 4 sdo os coeficientes das diversas

poténcias 103, 102, 101, 10V,

2. Em particular aqueles digitos representam os restos das

divisdes sucessivas de 1984 por 10. Assim
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1984 =198 - 10 + 4,
198 =19 - 10 + 8§,
19=10-1+9
e assim 4 é o coeficiente de 100, o resto da divisao de 1984
pela primeira vez, 8 é o resto da divisdo pela 2* vez, etc., agora
pela ordem 4, 8, 9, 1.

3.  Isto significa que os dois altimos digitos de um namero

ne Z"* sdo asua classe de congruéncia mod 10 - 10 = 100.

4. Pelo Teorema de Euler, inserindo 3 em x e 100 em 7,
32(") =1 (mod100).

5. MaS(p(100)=(p(22) : cp(52) = 40.

6. Logo 3°%=(30)7 .33,

7. 3%9=1.3%=27

8. 328 =27(mod100)

o que significa que os dois ultimos digitos do ntiimero 323 sao

27.



