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§1

Por quem Deus nos manda avisar

O Construtivismo stricto sensu de Godel foi o primeiro estddio daquela sua
interpretacdo da légica intuicionista cuja forma definitiva foi atingida com o trabalho de
1958, “Acerca de uma Extensio até agora ndo utilizada do ponto de vista finitista 1. E também um
de entre vérios momentos em que Godel coloca a posicdo intuicionista como uma
redenominagio ampliada da légica classica. Acima de tudo é um exemplo radioso de quanto
se pode fazer em Filosofia por meio da analise de conceitos.

E claro que o interesse e o valor dos resultados obtidos por esta analise ndo sao
reconhecidos se ja previamente se adoptou a posicao intuicionista. Mas deixar avaliar o
insight de Godel, na analise dos conceitos basicos da légica intuicionista, por um
intuicionista convicto, representa um grau de futilidade intelectual idéntico ao que se

atingiria se se pedisse a Lenine uma avaliacdo do Sermao das Bem-Aventurancas.

§2

Opcoes estratégicas em sistemas intuicionistas

Enquanto que na filosofia intuicionista sdo rejeitados dois instrumentos classicos de
inferéncia l6gica, a definicdo impredicativa e o uso do tertium non datur, no semi-
intuicionismo? apenas se rejeita a definicdo impredicativa. Assim embora distintas, prima
facie, a rejeicdo do tertium non datur parece ser a mais profunda das duas, uma vez que

afecta a l6gica subjacente.

1Cf. GODEL, K., O Teorema de Géidel e a Hipétese do Continuo, 2.* ed., Fundagdo Calouste Gulbenkian, Lisboa
(no prelo).

2 Cf. WEYL, H. [1940], “The Mathematical Way of Thinking”, [Bicentennial Conference at the University of
Pennsylvanial.
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Esta impressdo desfaz-se se se abandonar a definicdo intuicionista de disjungdo.
Para o fazer basta reformular X V Y como — (=X A ~Y). Assim o tertium non datur X Vv =X
tem por esta reformulacdo a forma
~(—X A X),
a qual é uma versao intuicionisticamente vélida do principio da ndo-contradicao.
O mesmo processo de reformulagao pode ser aplicado a demonstragdes ndo-
construtivas de proposicdes existenciais, se se abandonar a concepcdo intuicionista do

quantificador existencial em favor de

~(Vx) ~F(x).

Em geral, por este processo, uma demonstracio em lbgica classica é uma
demonstracdo intuicionisticamente correcta, excluida a ocorréncia de defini¢bes

impredicativas.

§3

Demonstracao de que o Sistema de Heyting nao é construtivo stricto sensu

Assim que relacao existe entre a logica classica e a logica intuicionista? Como se vé
pelo argumento aduzido acima a légica classica esta contida na légica intuicionista e esta é
apenas uma transformagao nominal daquela.?

Mas para determinar o sentido em que a ldgica intuicionista pode ser dita ser
construtiva, é necessdrio fazer a anilise dos conceitos usados nas opgdes estratégicas do
intuicionismo. E ao fazé-la constata-se em primeiro lugar a incongruéncia entre, por um

lado, ndo permitir a aplicacdo da negacdo a proposi¢des universais e, por outro, permitir

sem restricdes o uso do conceito de “contradigdo” o qual envolve, necessariamente, o

3 LOURENCO, M.S. [2007], “A Primeira Demonstracdo de Godel da Consisténcia da Aritmética” in Do
Circulo de Viena a filosofia analitica contempordinea, A. Zilhdo (org.), Lisboa: Livros de Areia.
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conceito de negacdo. Em particular, a andlise agora dos axiomas postulados como evidentes
acerca do conceito de contradicao, revela que eles conduzem a um célculo equivalente ao
da negacao da légica cléssica.

Em segundo lugar, se se passar agora a andlise dos conceitos primitivos da légica
intuicionista, constata-se que eles sdo formulados em termos do conceito de
“demonstracao construtiva”, ou de “demonstracgao intuicionisticamente correcta”.

Godel considera na sua anélise dois paradigmas usados na literatura intuicionista, a
ja mencionada negacdo e a implicacao.

A negacao de X é entendida como a possibilidade de derivar uma contradicdo a
partir de X. A implicacdo de Y por X é entendida como a possibilidade de derivar Y a
partir de X. Em qualquer dos exemplos, no entanto, a ocorréncia do conceito “derivar” nao
tem o significado usual, i.e.,, ndo tem como denotacdo uma sucessdao de férmulas num
sistema formal explicito. Nestes exemplos uma derivacdo tem que ser compreendida como
um objecto imediato da Intuicdo. Justifica-se assim a questao de saber em que medida o
conceito intuicionista de “demonstracao construtiva” é ele préprio construtivo.

Utilizando como medida o conceito de construtividade stricto sensu (a ser definido a
seguir) Godel demonstra que o conceito de “demonstragao construtiva”, a que se apela na
l6gica intuicionista, ndo é ele préprio construtivo.

Mas para algumas aplicagdes importantes, como a Teoria dos Numeros, é possivel

redefinir este e outros conceitos primitivos da légica intuicionista, de modo a que as

exigéncias da construtividade stricto sensu sejam satisfeitas.

§4

Analise do conceito de construtividade stricto sensu



Para a execucgdo da andlise do conceito de construtividade stricto sensu é necessario

especificar as seguintes trés clausulas, que caracterizam um sistema de axiomas & como

construtivo stricto sensu:
SS1: Para quaisquer argumentos, a decidibilidade de todas as relagdes primitivas

de & e, em particular, a computabilidade de todas as funcoes de &.

§S2: A exclusdo do conceito de Existéncia da classe dos conceitos primitivos de &.

SS83: A proibicdo de proposicdes da forma (Vr) §(r) poderem ocorrer na posicao

de argumentos das fungdes do calculo proposicional.

Na Teoria do Sentido associada com & prescrevem-se as condi¢des seguintes:
i) O sentido de uma expressao da forma (3r) F(r) € analisado em termos de uma

assercdo parcial (ou de uma abreviatura) de uma construcao efectiva.*

ii) O sentido de ~(Vr) §(r), por exemplo, é analisado como uma assercdo que visa

implicar a existéncia (no sentido de §S2) de um contra-exemplo.
iii) A proibicdo SS3 resulta do facto de as fungdes do cdlculo proposicional serem

definidas por meio de tabelas de verdade, as quais ndo se aplicam a proposicoes da forma
(V2) ().

A politica a seguir sobre defini¢cdes consiste em estipular que se o termo definiendum
for eliminavel em todos os contextos entao é permitida a definicdo de novos simbolos num

sistema construtivo stricto sensu.

4 Cf. HILBERT, D. & BERNAYS, P. [1968], Grundlagen der Mathematik I (2. ed.). Berlin: Springer Verlag; onde
para a caracterizacdo de um sistema como finitista o termo “assercdo parcial” é pela primeira vez
introduzido. A notagdo aqui usada é a de H.B..
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Nestas condicdes, o sistema de l6gica intuicionista de Heyting®, em que a existéncia é
um conceito primitivo e as fungdes do calculo proposicional sdo aplicadas livremente, nao

é construtivo stricto sensu, uma vez que viola SS2 e SS3.

§5

Descricao Estrutural do Sistema construtivo stricto sensu &

A descricdo estrutural de um sistema construtivo stricto sensu é a seguinte:
i) As férmulas do sistema estdo em Forma Normal Prenexa, em particular em

Forma Normal de Skolem,
(Fxi) (Vi) S (@i, vi).

if) Assim as férmulas atémicas que se seguem ao prefixo ndo contém ocorréncias de
quantificadores.
ii1) Na constitui¢do interna das férmulas atémicas actuam:
* As relagbes, como =, D, etc.
* As fungdes, como +, X, etc.
¢ As constantes, como 1, 2, etc.

* As variaveis t, v, 3, tv, etc.

iv) Um termo é a expressdo que resulta de uma ou mais aplicagdes de fungdes a
constantes ou variaveis.

v) Por SS1 qualquer expressao atémica é decidivel.

5 HEYTING, A. [1930], “Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik”, Sitzungsberichte der Preussischen
Akademie der Wissenschaften, physikalisch-mathematische Klasse, Berlin; pp. 42-56.
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vi) As fungdes do calculo proposicional, entendidas no sentido das tabelas de
verdade, constituem um subconjunto das fun¢des computaveis, e os seus argumentos e
valores sdo os dois valores de verdade V, F.

Se estas e outras fungdes computaveis sdo aplicadas por uma ordem fixa a objectos

arbitrarios r1, r2, ... o resultado é sempre o valor de verdade V, independentemente da

identidade dos objectos.

vii) Axiomas e Regras de Inferéncia:

1. Além de axiomas especificos que dependem da identidade dos objectos
primitivos, tém-se todos os axiomas do célculo proposicional bivalente
aplicados a férmulas atémicas.

2. Generalizacao Existencial:

Se F(t) é uma férmula bem formada do sistema, em que § contém um termo
constante t, entdo pode-se inferir (3r) §(xr). Este processo é generalizavel.

[N. B.: E importante reconhecer que esta regra nao constitui uma definicio em que

(3r) 3(x) é o termo definiendum.

A regra apenas estipula como uma proposigdo com uma ocorréncia deste simbolo
actua numa demonstragdo, i.e., a partir de que premissas pode ser inferida e a que inferéncias
da lugar. DefinicGes deste género tém que satisfazer uma cldusula de eliminabilidade, com o
seguinte contetido: uma proposicdo em que o termo definiendum ndo ocorre mas que é

demonstravel recorrendo a ele, também tem que ser demonstrével sem o seu recurso.]

§6

Hierarquia de Modelos para &



Se se deixar a caracterizagdo estrutural de & especificando objectos primitivos,

relagdes e fungdes primitivas, obtém-se uma hierarquia de modelos construtivos stricto

sensu para 6.

Na base da hierarquia estd a Teoria Recursiva dos Ntumeros, em que os objectos
primitivos sdo os elementos de N e as rela¢des e fungdes sao definidas por recursao ou por
inducao completa.

Como neste nivel ndo se consegue demonstrar a Consisténcia da Aritmética
Classica, G. Gentzen prop6s uma extensao em que:

i) Os inteiros nao sdo ordenados pela ordem (crescente) usual mas antes por uma
outra relacdo R*, também uma Boa Ordem, e

if) Em que se permite a definigdo recursiva de uma funcao f(n) em N em termos de
f(m(n)), em que m(n) denota o predecessor de n na Boa Ordem. Pela definicdo de R*
qualquer subconjunto tem um R*-1° elemento e por isso f(n) é computdvel num ntiimero
finito de passos.

Para a caracterizaciao da construtividade stricto sensu esta extensdo, neste nivel, nao
é atraente, uma vez que para mostrar que R* é uma Boa Ordem se tem que recorrer
eventualmente a argumentos da Teoria dos Conjuntos.

No nivel seguinte estd a extensdo proposta por Godel, a qual consiste
fundamentalmente numa expansdo da ontologia, no sentido em que além dos inteiros e
das fung¢des de inteiros se introduz agora fungoes de fungoes de inteiros. Estas funcdes, na
literatura designadas por funcionais, sao fungdes cujos argumentos e valores sao funcdes.

Assim se f e h sdo fungdes e n € N, um funcional F é uma funcdo F(f) = h, definida
como sendo a funcao & cujo valor num argumento x € N é calculado executando n vezes a
funcdo f. Assim

hx) = fo, ..., (P(f(x)))
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FO®) = f, . (PU)).
Assim por exemplo se n=2 diz-se que o funcional F eleva f ao quadrado e que F é uma
fungao do segundo tipo.6
De acordo com o ponto de vista construtivo stricto sensu estes funcionais tém que
satisfazer SS1 e os tipos a que ddo origem tém que ser finitos. Ambas as caracteristicas sao
captadas na expressao funcional computdvel de tipo finito, por meio da qual a extensdo de

Godel passou a ser conhecida.

§7

Esquemas de Defini¢ao e Axiomas para &

Para continuar com o sistema &, ja esbocado acima, a introducdo de funcionais em
& tem que ser regulada. Duas regras provenientes do Teoria Recursiva dos Numeros

podem ser adaptadas:
1. A Definicao Explicita (generalizagio do exemplo acima).

Um funcional F pode ser definido pela cldusula:
F(r1), ..., (xn)
significa que F actua sobre 11, o resultado obtido, por sua vez, actua sobre y», ... e no final
tem-se um termo ¥, cujos elementos constituintes sdo as varidveis 1, ..., tn, as fungdes

previamente definidas.

2. A Definigao Recursiva.

 KLEENE, S. [1964], Introduction to Metamathematics. Amsterdam: North-Holland Publishing.
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Uma fungdo §: Z - N, cujos argumentos sdo inteiros e cujos valores podem ser

funcdes de qualquer tipo pode ser definida pelas equagdes:

50) =%
§(+l) = T2 (v, $())-
[N.B.: Antes de passar a descricdo final dos Axiomas e Regras para & é importante

reparar que o dominio de objectos foi expandido com a inclusdo dos funcionais

computédveis, como § no exemplo acima. De modo que se tem também uma nova operagio

primitiva’, justamente a aplicacdo de um funcional a um objecto do tipo apropriado. Como faz
parte do sentido do conceito de funcional computavel que a operacdo possa ser sempre
executada, tem-se que um termo que resulta da aplicacdo de um funcional a um objecto de
tipo apropriado é ele proprio computavel. ]

Assim para o sistema &, com estes dois esquemas de definicdo e fungdes de tipo

arbitrariamente alto, contam-se como axiomas:
1. Os axiomas do célculo proposicional (para proposi¢des decidiveis);
2. A Indugao Completa;
3. Substituicao I (Lei de Leibniz), regula a substituibilidade de (termos) iguais
por iguais;
4. Substituicao II: (Dictum de Omni), regula a insercao de objectos numa
proposicdo universal;

5. Generalizagdo Existencial, a ser introduzida como ja foi descrito acima.

7 Nao estd mencionada na descri¢do do §5.
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Nestes termos uma proposicao de & com sentido é uma assercao em Forma Normal
Prenexa segundo a qual existem objectos fi (de tipos especificados) tais que para todos os

objectos g; (de tipos especificados) § (fi, gi) € verdadeira, i.e.,

(i) (Vi) 3(Fir 90)-

§8

Equivaléncia Intensional na Interpretacao do Calculo Proposicional em &

Prosseguindo agora o desideratum do final do §3, vamos considerar a interpretacao

da loégica intuicionista em &, considerando de momento o Calculo Proposicional.

A Grundannahme (hipé6tese de fundo) é evidentemente que as relagdes e as fungdes
primitivas da Teoria dos Numeros intuicionista sdo decidiveis, respectivamente
computdveis.

Essencialmente o processo de interpretacdo consiste em mostrar:

i) Que o sentido das operagdes do calculo proposicional e do calculo de predicados

pode ser captado por &, de tal modo que se os seus argumentos sdo proposicoes de & os

seus valores também o sdo e

i) Que os axiomas e as regras da logica intuicionista sdo demonstraveis em & como

teoremas.
Para a interpretagdo funcional das operacdes do célculo proposicional intuicionista
Godel considera proposicdes com um prefixo simples (e ndo multiplo) em Forma Normal

de Skolem.
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[(Ver a discussio da implicagdo intuicionista no §3.) E inevitdvel comparar o

tratamento das operacdes l6gicas com (Godel) *1958.]

I. A Negacao.

A negacao de 2, — 2, pode ser definida em termos da implicacdo

-9 = A - (0=1).

II. A Implicacao.

Se

2= (Ep) (v9) R v)

B = (dm) (Vn) S(m, n)
e ambas sdo férmulas bem formadas de &, o nosso problema consiste em encontrar uma

expressdo de ® que transmita o sentido da implicagao:

(®) (F) (v9) R(, v) = @m) (vn) S(m, n).

Pelos §§7 e 5 temos assim que encontrar uma férmula do padrao:

(i) (Vai) 3(fi 9i)

a qual seja intensionalmente equivalente a implicagao (®).

A andlise do sentido de () revela-nos que, com a sua assercao, se pretende exprimir

a condigao segundo a qual:
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se existe um exemplo x que satisfaz uma relagio R,
entdo também existe um exemplo m que satisfaz uma relagio S.
Mas pelo §4-i) o sentido desta condicao é o de que se dispde de um processo f, o
qual a partir de x permite calcular o m, de modo que o contetdo intensional da nossa

implicacdo é de facto melhor expresso por uma férmula como:
(2®) F) (vx) [(Vy) R(x, y) = (V) S (flx), m)]-
Ora, por §5-ii), a formula entre paréntesis rectos ndao é uma férmula de &. Mas de
novo a andlise do sentido da implicagao:
(V) R(x, y) = (V) S(f(x), n)

revela que uma refutagdo do consequente, por meio de um contra-exemplo, permite calcular
um contra-exemplo para refutar o antecedente.
Assim se g for a fungdo por meio da qual se calcula o contra exemplo para S, entdo a

férmula entre paréntesis rectos é analisavel como:
(3g) (vn) [~S (ftx), ) = ~R (x, g(n))].

Mas como a implicacdo agora ocorre entre férmulas sem quantificagdo, ela pode ser
substituida pela implicacao da l6gica bivalente. Para a nova férmula a contraposicdo e a lei

da negacao dupla sdo validamente aplicaveis e obtém-se assim a férmula de &

(Fg) (vn) [R (x, 8(n)) = & (§(v), n)].

A reunido desta formula com (®®) resulta em:

(35 (v¢) Fg) (vn) [R (& 9(v)) = & (), m)] -

Como o n depende de t, g é representavel como a funcdo binaria g(x, n) e a férmula

de & é finalmente:
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(3f) Fg) (vr) (Vn) [R (& 8 1)) = & (), n)l.

[N.B.: E importante reparar que o tipo das variaveis funcionais se eleva, em relacao

ao tipo das expressdes de saida, uma vez que os argumentos e os valores em f(xr) e em g(z,

n) tém o tipo das varidveis em R(x, ) e S(m, n). Logo f e g tém um tipo mais elevado.]

III. A Conjungao.

A interpretacdo da conjungdo consiste apenas em reunir as expressoes R e & com 0s

quantificadores em forma normal de Skolem e tem-se assim:

(Fr) @m) (Vo) [R (&, v) A & (m, n)].

IV. A Disjuncao.
Em 1941 Godel pensou que o mesmo se podia fazer para a disjungdo, mas em 1958
restringiu esta possibilidade apenas ao caso em que as férmulas atémicas nao tém

quantificacdo. De outro modo supondo t um termo de tipo 0 tem-se:

() (3m) (30 (¥h) (¥n) {[t =0 A R, )] V [t =1 A S(m, ).

§9

O Axioma da Escolha na Interpretacao dos Quantificadores

Para a interpretacdo dos quantificadores podemos comecar por considerar uma

expressdo R(¢) na qual ocorre uma constante ¢£.

i) Prefixar o quantificador existencial a (r) resulta de novo numa expressao de &,

14



(F) (Fr) (Vo) R(w, 1, v).

i1) O mesmo tratamento ndo se pode aplicar directamente ao quantificador
universal.

Supondo de novo que R(£) € a expressao

(Fr) (V) R (& 1, v)
o prefixo do quantificador universal daria a férmula
() (Viv) (Gr) (V) R(w, r, v)

a qual ndo esta em Forma Normal de Skolem.

No entanto, do ponto de vista intuicionista, o sentido de uma férmula
(Vx) @y) Alx, )
visa sempre implicar, pelo Axioma da Escolha, uma asser¢do com a forma
(F) (vx) Ax, f(x))-
Assim a férmula (*) tem a reformulagao

(35) (vi0) (V) R, j(w), v),

a qual é uma férmula de & e estd em Forma Normal de Skolem.

§10

Um equivalente classico do Tertium non Datur e Modus Ponens em &
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Dada a complexidade das férmulas, a realizagao em detalhe de todo o trabalho do
§8-i1) a seguir exemplificada em dois exemplos simples, um equivalente classico do tertium

non daturs, a Reflexividade da Implicagdo e Modus Ponens.

I. Reflexividade da Implicagao.

Para a Reflexividade da Implicacdo as nossas hipoteses sdo que 2 é uma férmula de

& e que uma implicagdo A — B ¢é definida como em §8:

(3f) 3g) (Vr) (V) [R (& 8@, 1)) = & (§(x), n)l.

Para provar que 2 — 2 é um teorema de & basta reparar que se 2 = ‘B, entdo R =

S e as fungoes | e g sdo computéaveis por §7.1 com os valores:

f(x)=r e g(x,n)=n.

II. Modus Ponens.

As nossas hipoteses sao:

& + (3 (V) R )

& + (3f) Fg) (Vo) (vn) [R (& 9, n) = & (f(x), 0]

e pretendemos derivar

(Am) (Vn) S(m, n).

8 Nem o fertium non datur nem outro equivalente classico conhecido, a negacao dupla sob a forma ——X — X,
podem ser demonstrados em &. E claro que a equivaléncia funcional entre o tertium non datur e a

Reflexividade da Implicagdo nao tem qualquer significado intuicionistico.
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Pela interpretacdo em & do quantificador existencial aplicada a primeira

hipédtese, estamos em condi¢des de obter um termo explicito t tal que:

(V) R (4 v).

Da segunda hipétese sabemos que se podem definir funcdes f2 e f1, tais que:

(V8) (vn) [R (@ o, 1) = 6 (7a(x), m)]-
Da férmula 2., por Dictum de Omni obtém-se:
(V1) [R(, 2t 0) = S(fa(t), n)]-
Da férmula 1., de novo por Dictum de Omni obtém-se:
(V) [R (8, ot m))]-
Pela Regra de Modus Ponens da l6gica bivalente tem-se:
(V) S(f1(t), n).

Logo pela discussdao da Generalizagao Existencial no §5:

(Fm) (Vn) &S(m, n),

como se pretendia .

§11

Uma 2.* demonstracdao da Consisténcia da Teoria Classica dos Numeros

Da reducdo da légica intuicionista ao sistema & seguem-se consequéncias

importantes.

Se E é uma expressdo complexa, composta por féormulas de & por meio das

operacoOes logicas ja definidas, o sentido de E foi, pela interpretagdo funcional proposta,

17



identificado com uma férmula ¢ de &. Pela reducdo acabada de executar, segue-se agora
que se E é intuicionisticamente demonstravel entdo ¢ tem uma demonstracao em &, caso

em que a demonstragio intuicionista de E é construtiva stricto sensu.
Em particular, se se tem uma demonstracdo intuicionista de uma assercao

existencial (3x) F(x), entdo a correspondente férmula de &, (r) F(r) é um teorema de &.
Pela interpretacdo da quantificacdo existencial em & esta demonstracdo permite encontrar
um termo explicito tal que §(t).

Assim a demonstracdo intuicionista via redugio funcional permite sempre encontrar o
termo.

Ora sucede que, como se disse no §3, a logica classica estd contida na logica
intuicionista, exceptuado o uso de defini¢cdes impredicativas. Como na Teoria Cléssica dos
Ntmeros ndo se recorre ao uso de definigdes impredicativas, a consisténcia da teoria

classica pode ser assim reduzida a consisténcia de &.

Também pelo argumento do §2, se a disjuncdo e a quantificacdo existencial forem
eliminadas, qualquer demonstracao classicamente correcta € correcta intuicionisticamente.
Assim uma contradicdo obtida por meio de um argumento classico seria também uma

contradi¢do na légica intuicionista, o que implicaria a inconsisténcia de &.

Na nota h) de 1972 Godel ndo deixa de reparar que no sistema T de 1958 o Principio

de Markov é demonstravel. E como o sistema &, usado em 1941, difere do sistema T por

ter as férmulas em Forma Normal de Skolem, enquanto que as férmulas de T nao tém

sequer quantificacdo, uma variante desse principio é igualmente acessivel em &.

Segundo o Principio de Markov, se F for uma propriedade aritmética decidivel,

entao
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~(Vx) F(x) = (Ix) ~F(x).

Este Principio, aceite pela escola construtivista russa, tem sido rejeitado pelos
intuicionistas, pelo menos desde 1956, como se vé pelo argumento de Heyting nas pgs. 103

e 104 do seu Intuitionism: An Introduction. O que se prova a respeito de & é que uma

demonstragao classica de existéncia, (3x) F(x), pode ser transformada numa construgao. O
argumento € o seguinte.

Se F é uma propriedade aritmética decidivel, entdo F ndo tem quantificadores e a

féormula (Ix) F(x) é equivalente a féormula —(Vx) ~F(x). Ora esta férmula satisfaz as

condicbes do §2. Logo se ¢é classicamente demonstrdvel entdo também o é
intuicionisticamente. Mas pelo §4, uma demonstragao intuicionista de existéncia permite

encontrar em & a construcdo correspondente.
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