Traducdo de ML.S. Lourenco a partir de
GODEL, K. [1990] Collected Works. Vol. II: Publications 1938-1974. S. Feferman et al. (ed.). Oxford: OUP; pgs. 271-280

NOTAS ACRESCENTADAS EM 1972

a

[Do texto 19581 ao presente texto]

Este texto ndo é uma traducdo literal do trabalho publicado originalmente em
alemdo, em Dialectica (1958). Ao rever a traducdo de Leo Boron, refraseei muitas
passagens. Mas em nenhum ponto modifiquei substancialmente o sentido. Corrigi
algumas incorrec¢des menores e juntei uma série de notas, que designo pelas letras (a)-
(n). Quero exprimir os meus agradecimentos ao Professor Dana Scott pela supervisao,
enquanto estive doente, do texto dactilografico deste e do trabalho que se lhe segue, ao
Professor Paul Bernays pela correccao das provas tipogréficas e por ter chamado a

minha atengdo para algumas ideias menos correctas no meu manuscrito.

b

[Sobre a nota 2]

“Intuigdo concreta”, “concretamente intuitivo” sdo expressdes usadas para
traduzir “Anschauung”, “anschaulich”. Os termos simples “concreto” ou “intuitivo” sao
usados neste texto com este sentido. O sentido que Hilbert d4 a “Anschauung” é
substancialmente a intuicdo espacio-temporal de Kant, restrita, todavia, a um ntmero
finito de objectos discretos. Repare-se que é a insisténcia de Hilbert em conhecimento
concreto que torna a matematica finitista tdo surpreendentemente fraca, e exclui muitas

coisas que nos sdao a todos tdo incontroversamente evidentes, como a teoria dos

' GODEL, K. [1958] “Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten
Standpunktes”: Dialectica 12, pgs. 280-287.
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nameros finitista. E.g., enquanto que qualquer defini¢ao recursiva primitiva é finitista, o
principio geral da definigdo recursiva primitiva ndo é uma proposicao finitista, uma vez
) . < . PP .
que contém o conceito abstracto de fungao. Nada existe no termo “finitista” que sugira
uma restricdo a conhecimento concreto. E s6 a interpretacdo especial que Hilbert da a

este termo que introduz a restrigao.

C

[Sobre a acessibilidade de Ackermann]

Acessibilidade e alguns outros conceitos intimamente relacionados (em
combinagdo com a légica intuicionista) tém sido usados, na maioria dos casos, em
demonstracdes de consisténcia (ver: 1. Gentzen 1936, pgs. 555, 558; 2. Lorenzen 1951, pg.
99, em particular a sua “inducdo de segunda espécie”; 3. Schiitte 1954, pg. 31; 4. Kreisel
1965, pg. 137, 1967, pg. 246 e 1968, pg. 351, §12; 5. Takeuti 1957, 1960, 1967.) Estes

conceitos criam a impressao ilusoria de serem baseados na intuicio concreta de certos

processos infinitos, tais como “contar para la de w” ou “percorrer” os ordinais menores do

que um ordinal o. Possuimos de facto uma tal intuicdo, mas o seu alcance nao vai muito
longe na sucessao dos ordinais, certamente ndo vai mais longe do que o finitismo. Para
tornar frutuoso o conceito de acessibilidade, concepgoes abstractas sdo sempre necessarias,
e.g., na definicao original de Gentzen, percepgdes certas acerca de um ntmero infinito
de percepcdes possiveis, o que é bastante diferente do que foi mencionado acima (ver o
seu trabalho 1936, pg. 555, linha 7). Pode-se conseguir uma maior aproximacdo do
finitismo de Hilbert com o uso do conceito de sucessdao de escolha livre, em vez do

conceito de “acessibilidade”.d

d

[Sobre a nota c]

Na verdade isto é um principio abstracto sobre esquemas de ramificacao, o
qual é afirmado e demonstrado por Brouwer e Heyting apenas para o caso em que 0s

seus elementos sejam inteiros (todavia ndo é claro que este facto seja substancialmente
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usado na demonstragdo). C. Spector no seu trabalho 1962 mostrou que o principio
abstracto implica a consisténcia da analise classica, enquanto que o principio de
Brouwer produz apenas a consisténcia de um certo subsistema desta. Infelizmente para
nenhum dos dois principios, contudo, é conhecida uma demonstragdo construtivista
(excepto que, de acordo com Kreisel (1965, pg. 143) pode-se demonstrar que o principio
mais fraco é relativamente consistente com os outros axiomas intuicionistas aceites). Foi
Kreisel quem primeiro sugeriu o uso deste principio para demonstracdes de
consisténcia.

Talvez a extensdo mais promissora do sistema T seja a que é obtida pela

introducao de fungoes computdveis de tipo mais alto sobre ordinais construtivos.

e

[Reflexdao sobre o sentido]

2

Um exemplo é o conceito “p implica ¢“ no sentido de: “A partir de uma

demonstracao convincente de p, pode-se obter uma demonstragao convincente de g“.

f

[Sobre a nota 4]

Nao se pode objectar a versao dada por Kreisel 1965, pgs. 168-173, 177-178. O
Teorema 3.43 na pagina 172 destas aulas afirma que & é o limite deste processo. Kreisel
pretende concluir deste facto que & é o limite exacto da idealizacdo da intuicao
concreta. Mas os seus argumentos teriam que ser mais trabalhados para serem
completamente convincentes. Repare-se que a hierarquia de Kreisel pode ter uma
extensao para 14 de &, contando como um passo qualquer sucessdo de passos que ja se
tenha demonstrado ser admissivel (e.g., qualquer sucessao de & passos). Esta extensao
fornece um processo de tornar construtivo o muito usado conceito de acessibilidade
(ver a nota ¢ acima) num sentido muito mais estrito, ao decompor o conceito geral e
impredicativo de demonstracao intuicionista em niveis ja construidos de demonstracoes

formais.
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8

[Sobre a nota 5]

Vé-se facilmente que as fungdes de Turing (em que fungdes enquanto
argumentos ou valores de fun¢des de tipo mais alto se tém que identificar com os
ntmeros de coédigo das suas maquinas) e certas das suas subclasses também satisfazem
os axiomas e as regras do sistema T, descrito a seguir. Para uma interpretagdo do

significado deste facto ver a nota h.

h

[Sobre a nota g]

Um desenvolvimento desta ideia conduziria ao seguinte:

1. Um conceito menos amplo de demonstracdo, ao qual se pode chamar
“demonstracdo redutiva” e que, grosso modo, é definido pelo facto de que, incluindo
certas suplementacdes triviais, a cadeia de defini¢des dos conceitos que ocorrem no
teorema, juntamente com certos axiomas sobre os termos primitivos, constitui ela
propria uma demonstracdo, i.e., uma cadeia continua de evidéncias imediatas. Em
aplicagdes especiais (como, e.g., no nosso caso) este conceito de demonstragdo pode-se
tornar preciso especificando as suplementacdes, os axiomas e as evidéncias a serem
usadas.

Repare-se que, neste contexto, uma definicdo tem que ser considerada como
um teorema que afirma a existéncia e a univocidade de um objecto que satisfaz certas
condicdes e que, no nosso caso, € conveniente que uma proposicdo sobre as
caracteristicas do tipo da funcao a ser definida faga parte da sua definigao.

2. Um conceito mais especial de “computavel de tipo t“, obtido pela
substituicdo, na definicdo dada acima, do conceito de “construtivamente evidente ou
demonstravel” (que ocorre nela quer explicita quer implicitamente, através de
implicacdes da forma: Se x, y, .., tém certos tipos entio ..) pelo conceito de

“demonstravel redutivamente”. Repare-se que devido ao facto de “demonstravel

Pégina4/9



Traducdo de ML.S. Lourenco a partir de
GODEL, K. [1990] Collected Works. Vol. II: Publications 1938-1974. S. Feferman et al. (ed.). Oxford: OUP; pgs. 271-280

redutivamente” ser uma propriedade decidivel, as implicagdes que ocorrem podem ser
interpretadas como fungdes de valores de verdade.

3. E um facto que se os axiomas, as regras e os conceitos primitivos de T
(repare-se, e.g., que cada tipo é um conceito primitivo de T) sdo substituidos, a custa das
defini¢des 1, 2 dadas acima, por evidéncias e conceitos realmente primitivos (ou, pelo
menos, por qualquer coisa perto de conceitos realmente primitivos) obtendo-se assim
um sistema T, entdo apenas o conceito incomparavelmente mais restrito (em
comparacdo com o de Heyting) de demonstragdo redutiva necessita de ser usado em
proposicdes e demonstragdes de T’ e que, além disso, como estas demonstragdes sdao
determinadas univocamente pelos teoremas, pode-se evitar a quantificagdo sobre
“qualquer demonstragao”. Repare-se que nio se pretende afirmar que as demonstragdes
em T’ sdo redutivas. S6 em certos casos isso é verdade, em particular nas demonstragdes
dos axiomas de T e nos casos individuais das regras de T (nao trivialmente para as dos
grupos (4) e (5), trivialmente para as outras). O que se pretende afirmar é apenas que
nenhum outro conceito de demonstracéo, além do de demonstraciao redutiva, ocorre nas
proposicdes e demonstragdes de T’, excepto, claro, na medida em que no intuicionismo
o sentido de qualquer teorema P é: Fez-se uma demonstragio de P. O mesmo método
para evitar o uso da légica de Heyting, ou o conceito geral de demonstragao, devia ser
substancialmente aplicavel a T, quando este sistema é interpretado em termos de
fungdes de Turing (ver nota (g)).

O item 3 mostra que a interpretagdo da ldgica intuicionista, em termos de
funcdes computaveis, de modo algum pressupoe a logica de Heyting e que, além disso,
é construtiva e evidente num grau mais elevado do que a de Heyting. O que torna T
mais construtivo e de maior evidéncia é exactamente a eliminacdo de generalidades tao
vastas como “qualquer demonstracao”.

O grau mais elevado de construtividade também se revela noutros factos, e.g.,
que o principio de Markov —(x)¢(x)>(3x)~¢(x) (ver Kleene 1960, pg. 157, nota de
rodapé) é trivialmente demonstravel para qualquer ¢ recursivo primitivo e que, num
contexto mais geral, para qualquer propriedade decidivel ¢ e quaisquer objectos x. A

proposito, isto aumenta o interesse desta interpretacdo da légica intuicionista (quer em
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termos de funcdes computaveis, quer em fungdes de Turing) e este interesse mantém-se

mesmo que a logica de Heyting seja pressuposta.

i
[Para a descrigao de T]

Para uma descricao precisa de T deve-se acrescentar o seguinte:

Os simbolos primitivos de T sdo: 0, +1, =, varidveis e constantes definidas de
qualquer tipo finito, “aplicacio” de fungdes a argumentos de tipos adequados
(denotados por .(.,.)), e conectivas proposicionais. Os termos constroem-se apenas a partir
de constantes, variaveis e aplicacdo. Férmulas com sentido sdo fungdes com valor de
verdade de equagdes entre termos do mesmo tipo.

Acerca dos axiomas de T repare-se no seguinte:

1. A versao da indugio completa usada na demonstracao de consisténcia é esta:

A(0, x), A(s, E(s, x)) D A(s+1, x) F A(s, x)
em que x é uma sucessdo finita de variaveis de tipos arbitrarios e F é uma sucessao de
fungdes previamente definidas de tipos adequados (acerca da notagdo usada aqui ver a
proxima pg. 278).

2. Para que as demonstracoes dos Axiomas 1 e 4 de H e para que a Regra da
Deducao 6 de H sejam satisfeitas na interpretacdo * definida a seguir, é necessario o
principio da definigdo disjuntiva com a seguinte forma:

Uma funcao f pode ser definida estipulando que

ADflx)=t,"ADflx) =1,
em que t, t2 sdo termos e A é uma fungdo com valor de verdade de equagdes entre
termos numéricos, em que ambos contém apenas fungdes previamente definidas e
nenhumas variaveis, excepto as da sucessao x.

3. A versao da indugao completa mencionada em 1. e as defini¢des disjuntivas
mencionadas em 2. podem ser derivadas em T, estas ultimas por meio de funcdes

disjuntivas H definidas recursivamente do seguinte modo:

HQO,f,9)=f Hn+1,f 8 =g
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Todavia parece preferivel primeiro formular axiomas dos quais a demonstracdo de
consisténcia seja imediata e depois reduzi-los a axiomas mais simples: o que também
aumenta consideravelmente a simplicidade da demonstracao de consisténcia é também
o facto de que evitamos a igualdade extensional, a qual é um conceito
incomparavelmente mais complexo do que a identidade l6gica.

4. Se nenhuma atencdo é dada a complexidade da demonstracdo de
consisténcia, entdo todo o calculo de proposicées em T pode ser dispensado. As razdes
sao 1. enquanto aplicado a equag¢des numéricas este calculo pode ser substituido por
ideias puramente aritméticas, 2. enquanto aplicado a equacdes de tipo mais alto ele
pode ser perfeitamente omitido se (a) o segundo axioma da igualdade (grupo ( 2)) é
formulado como uma regra de inferéncia (o que, a proposito, é usado apenas para a
substituigdo reciproca do definiens e do definiendum) e (b) se introduz uma regra de
inferéncia disjuntiva, segundo a qual se A se segue de t =0 e de N() = 0 (em que N ¢é
definido por: N(0) =1, N(x + 1) = 0) por meio dos outros axiomas e regras, excepto a
regra de substituicdo para as varidveis de ¢, entdo tem-se a assercao de A.

5. E um facto curioso que o grupo (3) de axiomas é supérfluo devido a
definibilidade recursiva de uma fungao J pelas equagdes &0) = 0, {x + 1) = x e devido

também a definibilidade de —p por p o . 1 = 0. E isto porque se segue imediatamente
queex+l=y+1.2.8x+1)=dy+1).0.x=yex+1=0.0.5x+1)=&0).D.x=

0.>.1=0; por outro lado, —(1 = 0) pela definicdo de ~.

.
J
[Sobre a nota 10]

Para uma descricdo completa do sistema H usado neste ensaio deve ser
acrescentado o seguinte: as fungoes da teoria dos niimeros sdo definidas apenas por
recursdo primitiva e por fazer os valores de uma fungao serem iguais aos de um termo
composto por varidveis e por fungdes previamente definidas. As formulas sdo o
resultado obtido de equagdes entre os termos pela aplicacdo (iterada) das conectivas

proposicionais e dos quantificadores.” Nao se usam “Sequenzen” no sentido de Gentzen

nem o operador de descricoes 1. A indugdo completa é formulada como uma regra de
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inferéncia. Os axiomas da igualdade sio: x = x e x =y . D . t(x) = t(y) para qualquer termo
t(x). Além dos axiomas mencionados na nota 10 e nesta nota, dos axiomas de Peano
apenas se recorre ao terceiro e quarto. E evidente que os sistemas T e H parcialmente

coincidem.

k

[Sobre a relagdo de denotacao]

Peco que a partir daqui o leitor dé atencdo ao facto de que as letras e as
formulas que ocorrem nas discussdes subsequentes ndo sio, mas antes denotam,
combinagdes de simbolos de T ou de H; ou férmulas como “(3x)” ou “x(y)” denotam
operagoes a serem efectuadas sobre combinagdes de simbolos cujos valores sao outras
combinagdes de simbolos. Esta relacdo de denotacdo pode facilmente ser tornada
precisa. Em particular repare-se que em expressdes como A(a, B ) os paréntesis

denotam uma operagio de substituicio, i.e., “A(c, B, ))” tem que ser considerado como

b b x .
uma abreviatura de “ Subst{A Yoz J”. Assim A(y, z,x) = A.

a By

1

[Sobre as defini¢cdes em ‘]

A complexidade da definicdo de (F vV G)’ é necessaria a fim de assegurar a
decidibilidade de V e desse modo a validade da inferénciap >r.g>r+pVvg.>r.Se F
e G ndo tém quantificadores entdo (F V G)* pode ser definido do mesmo modo que (F A

G)'. Isto tem como consequéncia que se F ndo tem quantificadores entdo F’' = F.

m

[Sobre o axioma 7]
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Sem ameacar a interpretabilidade da teoria cldssica dos ntimeros na teoria
intuicionista o Axioma 7 pode ser omitido (ver Johansson 1936). 0 =1 . D ~p segue-se da

definicdo de ~ e dos restantes axiomas e regras.

n

[Sobre as regras 4, 5, 7]

Repare-se além disso no seguinte: a demonstracdo da proposicdo é trivial para
todos os axiomas de H e para a deducao da regra 2. A dedugdo das regras 1 e 3 segue-se
facilmente do facto de que o que a férmula A(Q(x), z, x) (que corresponde a (p 2 gq)’) diz
é exactamente que e como as funcoes Q para q’ podem ser derivadas das fungoes Q para p’. No
que diz respeito a indugdo completa repare-se que a conclusdo desta inferéncia para o
caso do inteiro n é obtida das premissas pela aplicacdo n-aria de substituicdo e modus
ponens. Repare-se também que o teorema da deducdo pode ser facilmente
demonstrado para a interpretagdo ‘. Além disso, como Spector observou (1962, pg. 10) o
sistema T alargado com a inclusdo da légica intuicionista com quantificadores sobre
funcdes de qualquer tipo finito (i.e., o sistema X - {F}) pode ser interpretado em T
exactamente da mesma maneira que a teoria intuicionista dos nimeros. A

demonstracao é feita em detalhe no §9, pgs. 12-15 do trabalho de Spector.
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