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CAPITULO IV

A ARITMETIZACAO DA METAMATEMATICA
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SECCAO 1

O CONCEITO DE ARITMETIZACAO

Até este ponto mantivemos separadas a Linguagem Z e a sua
metalinguagem. Enquanto que na Linguagem Z sdo expressos e
representados os factos da experiéncia aritmética por meio de
formulas do sistema formal Z, na sua metalinguagem estas
expressdes formais sdo precisamente os objectos do raciocinio
metalinguistico.

Se se reduzir todo o raciocinio mateméatico a uma linguagem
formal M, entdo a metalinguagem de M, a linguagem por meio da
qual falamos acerca das expressdes de M, pode designar-se como a
metamatematica de M.

No nosso caso a Linguagem M esta reduzida ao seu fragmento
aritmético, que € justamente a Linguagem Z. Assim, a Linguagem Z
é um conjunto de assercOes aritméticas e a sua metalinguagem um
conjunto de asser¢des acerca daquelas. A ideia de Godel foi a de
unir a linguagem Z a sua metalinguagem, incorporando esta. Como
a Linguagem Z é uma linguagem aritmética torna-se necessario que
a sua metalinguagem também seja formulada numa linguagem
aritmética. E este o contetdo do conceito de aritmetizacio da
metamatemadtica, o conceito por meio do qual a metalinguagem de
uma Teoria Formal para a Aritmética se torna ela propria num

conjunto de expressoes aritméticas.
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Metamatematica Aritmetizacao
Dominio | Aritmética da da
Aritmética Metamatematica
Linguagem Z M M*
Expressoes Expressoes Numeros que
Conteado acerca acerca representam
de nameros | das expressdoes de Z | as expressdes de M

Assim, pelo processo da aritmetizacdo da Metamatematica,
estamos em condi¢des de substituir proposigdes acerca do sistema
formal Z por proposicdes aritméticas. Uma vez a substituicao feita
as novas proposicdes aritméticas podem ser expressas no sistema
formal. Assim, a metamatematica do sistema formal passa a ser
incorporada no sistema.

Para procedermos a este alargamento da linguagem Z temos que

comegar pela definicdo do conceito geral de aritmetizagdo para uma

Teoria de 1* Ordem.

Definic¢ao 1. [ Aritmetizacdo de uma Teoria de 1° Ordem |
Uma aritmetizacdo de uma Teoria de 1° Ordem ®
¢ uma fungdo 1-1,
a fungdo g, cujo dominio é a unido do conjunto dos simbolos,
das expressoes e das sucessoes finitas de expressoes de ©
e cujo contradominio

¢ o conjunto dos inteiros positivos.
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A fungdo g tem que satisfazer as trés condigoes sequintes:

1) Tem que ser efectivamente calculdvel;

2) Tem que existir um processo efectivo que determina se um
certo inteiro positivo m estd no seu contradominio;

3) Se

me 7"

entdo o processo determina o objecto x tal que a imagem de x
por g ém, i.e.,

g(x)=m.

-

E a esta correspondéncia por meio de g entre nameros inteiros e
simbolos, expressdes e sucessdes de expressdes de ® que se da o
nome de aritmetizacao.

Para passarmos agora ao programa especifico da aritmetizacdo
da Linguagem Z, torna-se necessario descrever primeiro o processo

de aritmetizacdo para uma teoria de 1% ordem arbitraria ®.

Definicao 2. [ Nitmero de Godel |

Seja © uma Teoria de 1° Ordem e S um simbolo de ©.
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Entdo a notacdo

g(S)

representa o niimero de Godel de S.

Definicao 3.

[ Godelizacdo dos Simbolos de Z ]

Os numeros de Godel dos simbolos de uma Teoria de 1* Ordem ®

sdo calculados por meio das expressoes seguintes:

1.

© * N S ok WL

_ = =
N =R O

13

14

g(0)=1
g(N)=3
g(+)=5
g(x)=7
g(=)=9
g(()=11
g())=13
g(,)=15
g(—)=17
g(V)=19
. 8(—>)=21
. g(xk)=15+8'k
[k=1,2,..]

g(uk)=17+8'k
[k=1,2,..]
g(f)=19+8-(2" 35

[k>21 An=>1]
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15. g(onZ)=21+8-(2n-3k)

[k>21 An=>1]

Assim, simbolos diferentes tém numeros de Godel diferentes e
qualquer nimero de Godel de um simbolo de Z é um ntmero

inteiro positivo impar.

Definicao 4. [ Godelizacdo de uma Expressio de Z |
Se
51,5, ... 5,

¢ uma sucessdo de simbolos de © e assim uma expressio de Z,

entao o seu numero de Godel
(51,59, ... Sy)
¢ dado pela equagio

S S S
¢(51, 59, .., S;) = zg( 1) 3g( 2) . pg( )

n—1

em que p. € o niimero primo de ordem i com p 0" 2.
1

Exemplo 1.:
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Exemplo 2.:

2+2=4
A forma que esta equagao tem é
F(N(N(©0)) N(N(@©0)))=N(N(N(N(©))))-

O seu numero de Godel é:

R S LI TE R E L TR T L S T L
231° 371 a1 a3t a7 5380 501 61 677
710 731 797 g3t L g9d 971t . 1017 . 1031E

.107- 109" - 113" . 12713 . 1317,

Sdo corolarios das definicdes apresentadas as proposigdes
seguintes:
1) Expressoes diferentes tém ntimeros de Godel diferentes.
2) Expressdes e simbolos tém ntimeros de Godel diferentes, as
primeiras pares e os segundos impares.
3) Um simbolo considerado como uma expressdo tem um
nimero de Godel diferente do seu namero de Godel como

simbolo.

Definicao 5. [ Godelizacdo de uma  Sucessdo de

Expressoes |

Se
€1, €2, - ep

¢ uma sucessdo de expressoes de ©,
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entao o seu numero de Godel
g (61/ 62/ ces en)
é dado pela equagio

8ley) _s(e,) g(n)
-3 e

g(e1, e ... ep) =2
Sdo consequéncias da Defini¢do as proposicdes seguintes:
1) Diferentes sucessdes de expressdes tém nameros de Godel
diferentes.
2) O namero de Godel de uma sucessao de expressdes € par e o
expoente de 2 na sua factorizagdo também é par. Difere

assim do ntamero de Godel de simbolos e expressdes.

Para fechar esta Seccdo resta mencionar a clausula referida na

Definicdo 1 segundo a qual a funcdo ¢ é uma funcdo 1-1, uma

injeccdo de ® em Z+, isto é, do conjunto dos simbolos de ® no

conjunto dos inteiros positivos. Assim, o contradominio de ® nao é

. + . o pe .
igual a Z . Logo, existem inteiros positivos que ndo sao nameros de

Godel (exemplos: os numeros 10 e 12).



M.S. Lourengo, Os Elementos do Programa de Hilbert, CFUL, Lisboa, 2004

SECCAO 2

RELACOES METAMATEMATICAS
COMO
RELACOES RECURSIVAS

Pelo processo de Godelizacdo descrito na Seccdo anterior é
possivel representar o0s conceitos mais bdasicos da andlise
metamatematica como uma expressdao numeérica. Nesta Seccdo
queremos apresentar um resultado afim, nomeadamente, o de que
as relacdes da Metamatematica sao relacdes recursivas.

Na sua primitiva demonstracdo de 1931 Godel fez uma escolha
de 45 predicados e relagdes metamatematicas. Deste conjunto damos
apenas uma pequena amostra das relagdes mais basicas da andlise

metamatematica, para o que utilizaremos as proposicdes seguintes:

Proposigao 1. [ Constante Individual ]

Seja © uma Teoria de 1° Ordem, em que a notagio
K (x)
denota a relacdo
“x é o niimero de Godel de uma constante individual de ®”.

Entao K (x) é uma relacdo recursiva.

O argumento é simples:
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1. Seja
Ak
uma constante individual de ©.
2. K (x)érecursiva primitiva <> K v (x) é recursiva primitiva.

3. Calcular K ’ (x) por meio da equagao

K, (x) =S|[8 @) ]-x .
4. Logo K ! (x) érecursiva primitiva.

5. Logo K (x) é recursiva primitiva.
Proposigao 2. [ Letra Funcional ]

Seja © uma teoria de 1 Ordem em que a notagio
F (x)
denota a relacio
“x é o numero de Gddel de uma letra funcional de ®”.

Entido F (x) é uma relacdo recursiva.

O argumento € o seguinte:

1. Seja

n

fe
uma letra funcional de ©.

2. Calcular
—_— n _
K (x) = SI[g(f)]-x].
3. Logo KF(x) é recursiva primitiva.

10
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4. Logo F (x) é recursiva primitiva.
Proposicao 3. [ Letra Predicativa |

Seja ©® uma Teoria de 1 Ordem em que a notagado
P (x)
denota a relagio
“x é o numero de Gddel de uma letra predicativa de ®”.

Entdo P (x) é uma relacdo recursiva.

O argumento é o seguinte:
1. Seja

o
k

uma letra predicativa de ©.

2. Calcular
— n _
K,(x) =S|[g (o])]-x].
3. Logo K p (x) é recursiva primitiva.

4. Logo P (x) é recursiva primitiva.
Proposicao 4. [ A Varidvel como Expressio |

Seja ©® uma Teoria de 1* Ordem em que a notagio

S

V= (x)
denota a relagio

“x é o niimero de Gddel de uma expressio

11



M.S. Lourengo, Os Elementos do Programa de Hilbert, CFUL, Lisboa, 2004

cujo tinico elemento é uma varidvel”.

~ € . ~ .
Entdo V™ (x) € uma relagio recursiva.

Dem:.:

1. Seja € a expressao e xj o seu tnico elemento.
2. Calcule-se
8 (xk)
por meio da equagao
g(xp)=15+8-k.
3. Entao
K _(x) =S|lg(e)]-x|.

VE

4. K (x)=S|[215+8 k]—x].
VE

5. Logo K . (x) é recursiva primitiva.
Vv

6. Logo %A (x) é uma relagdo recursiva.

Outros predicados da Metamatematica sdo também relacdes
recursivas. Damos a seguir uma lista de alguns dos mais

imediatamente tteis:
1. K (x)

“x é o numero de Godel de uma expressdo cujo tnico

elemento é uma constante individual”.

12
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F(x)
“x é o numero de Godel de uma expressdo cujo Unico

elemento é uma letra funcional”.

P (x)
“x é o numero de Godel de uma expressdo cujo tnico

elemento é uma letra predicativa”.

€

T (x)
“x é o numero de Godel de um termo de ®”.

Em particular este predicado é satisfeito se e somente se

{VE@)eru)vx=g[ﬁ%qu%ﬂy
A (x)

“x é o namero de Godel de uma féormula atomica de ®”.

Em particular

ﬁ@ﬂe{x=ﬂa$@mWM}

Ay (1)

“x é o numero de Godel de uma realizacao do Axioma n ”.

Sy 80

“x é o numero de Godel de uma férmula que resulta da

substituicdo de todas as ocorréncias livres da varidavel com

13
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namero de Godel v, na expressdo com nimero de Godel y,

pelo termo com ntiimero de Godel g”.

8. M(xy z2)
“z ¢ o numero de Godel de uma expressdao que resulta de

expressoes com ntimeros de Godel x e y por Modus Ponens”.

9. U((xvy)
“y é o nimero de Godel da férmula que resulta da expressao

com numero de Godel x por V-Introducao”.

10. D (y, x)
“y é o namero de Godel de uma demonstragdo de uma

formula com o numero de Godel x”.

Os predicados e as relacdes recursivas 1-10 referem-se a uma
Teoria de 1* Ordem arbitrédria ® e portanto também a Teoria Z. Para

esta a relacdo 10 apresenta ainda entre outras as seguintes formas:

[1”

1 DEvxy)
“y é o numero de Godel de uma demonstragdo em Z da
féormula com namero de Godel g, na qual todas as
ocorréncias livres da varidvel com ntimero de Godel v

sdo substituidas pelo numeral x”.

14
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D (1 - 8nY)
“y é o numero de Godel de uma demonstragdo em Z da

formula o (a, v g) a qual resulta da insercao destes

numerais no lugar das varidveis livres x 1o X da
n

”

féormula de saida o (Xl’ v xn) .

D" (g, )

“q é o nimero de Godel de uma férmula bem formada

o (x 1) em que x, ocorre livre e y é o namero de Godel

4

de uma demonstragao de o (g)”.

D (g Y)

“9 é o numero de Godel de uma férmula bem formada

o (x,) em que X | ocorre livre e y é o namero de Godel

1

4

de uma demonstracdo de -~ (g)”.

15
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SECCAO 3

EQUIVALENCIA
ENTRE
RECURSAO E REPRESENTACAO EM Z

Para demonstrar esta equivaléncia é util regressar a relagdo

recursiva [ 2% ] Doc (81, - 8 V) segundo a qual y é o namero de

Godel de uma demonstracdo em Z da férmula
o (g1 s B )

a qual resulta da insercdo destes numerais no lugar das variaveis
X1/ s X

da férmula de saida

O (X7, - Xp) -

Pode servir de exemplo a seguinte sucessao de férmulas:

1. 2+0=2
2. 2+N(0)=N(2+0)
3. 2+1=3
4. 2+N(1)=N(2 +1)
5. 2+2=4

O seu numero de Godel é entdao o numero

16
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28 38(2) -8(3)  S8(4)  ;,8(5)
Tem-se assim em Z uma demonstracao da féormula
(2,3, 7)
que resulta da insercdo destes numerais no lugar das varidveis x7,
X2, X3.
Podemos assim construir a relacao recursiva
D (22,4, 2°0 . . 115
a qual representa o facto de que
280 14805

é o numero de Godel da demonstracao em Z da féormula
«(2,3,7).

@ 1180)

A assercao de que 28 é o numero de Godel da

demonstracao em Z de uma férmula
o (kq, kp, m)
pode ser entdao representada pela relacdo recursiva

D 28 1180)y

o K1, k2, m,

Uma aplicagdo das regras V-Introdugdo e 3-Introducado da origem

a formula
(kp) (7o) @) D_(ky, ko y, 250 - 115%)),
Mas existe o menor y para o qual a relagdo
D (k1 kpy, 250 1130

é verdadeira e obtém-se assim a formula

17
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wyl D_ (kg Ky, y, 25011300y

Esta reflexdo da origem a demonstracdo do resultado de

equivaléncia.
Proposicao 1. [ Representacdo Implica Recursdo |
Se uma fungdo aritmética
f(xll 4 xn)
¢ representavel em Z,
entdo é recursiva.
Dem.:

1. Sejam os argumentos de f

k1, .. kyy -

2. Supor
flk1, . ky)=m.

3. A férmula bem formada de Z que representa

F 1 s )

k ,m).

1 K
5. Seja g o nimero de Godel da demonstracdo de
17 kn, m) .

6. Tem-se assim a relacao

18
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D (kq, ...k, m, g)

o
que representa o facto de g ser o numero de Godel da

demonstracao da formula o (E, e krl , a) )

7. Introduzindo quantificacdo tem-se
(YX1, - Xp) 3y) Doc (X1, e X ¥, 8) -

8. Como Doc (k1, ..., ky;, m, ) € uma relagdo recursiva, prefixar o

operador W conserva Doc recursiva e tem-se assim

uy [ D (X1, Xn ¥, 8) ]+

9. Logo fresulta de uma aplicagdo do operador 1 a uma relagao

recursiva e € por isso recursiva.
Proposicao 2. [ Equivaléncia entre Recursdo e Expressdo |

Uma relagdo aritmética
R (x1, ..., x)
¢ recursiva se e somente se
R (x1, ..., x)

é exprimivel em Z.

Dem.:
1. Seja
R (x7, ..., xp)
uma relagao recursiva.
2. Entao

19
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KR (x1, ., X3)
é recursiva.
3. Logo
KR (x1, .r Xp)
é representavel em Z.
4. Logo
R (x7, ..., xp9)
é exprimivel em Z .
5. Seja
R (x7, ..., xp)
uma relagdo aritmética exprimivel em Z.
6. Entado
KR (x1, .y X3)
é representavel em Z.
7. Logo
KR (x1, .r X3)
é recursiva.
8. Logo
R (x7, ..., xp)

é recursiva.

O resultado de equivaléncia para fungbes é expresso na

proposicao seguinte:

Proposicao 3. [  Equivaléncia  entre  Recursdo e
Representagio |

20
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O conjunto das fungoes recursivas

é igual ao conjunto das funcoes representdveis em Z.

Dem.:

Proposicdo 1 e Proposicao 14, Capitulo L.

21
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CAPITULO V

INDECIDIBILIDADE E CONSISTENCIA EM Z

22
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SECCAO 1

A EXISTENCIA DE PROPOSICOES INDECIDIVEIS

Nesta Seccdo demonstraremos a existéncia de proposicoes
indecidiveis usando a primitiva formulacdo de Godel dos

pressupostos de consisténcia necessarios para a sua execugao.

Definicao 1. [ Consisténcia — |

Seja ©® uma Teoria de 1* Ordem com os mesmos simbolos que Z.
Entao diz-se que © é uma Teoria w-inconsistente se e somente se existe
uma formula bem formada
o (x)
tal que se tem para qualquer niimeron € N
o o (n)

e ao mesmo tempo uma demonstracdo da formula
He (Ax) o (x).

Se ao contrdrio ndo é possivel em ® derivar

para qualquer niimero n € N a formula

|_® (X(;I)

e simultaneamente a formula

23
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o (Ax) ~a(x)

entdo diz-se que © é uma Teoria w-consistente.

Se adoptarmos para a Teoria Z a interpretacdo-padrao entdo a
Teoria Z revela-se ser uma Teoria w-consistente.

O conceito de -consisténcia foi inicialmente descoberto por
Tarski e as relagdes entre a consisténcia simples e a w-consisténcia
deixam-se demonstrar na proposicao que se segue.

Recorde-se que no caso da inconsisténcia simples, a
demonstracdo simultdnea de uma férmula o e da sua negagao ~ o, a
tautologia do Calculo Proposicional

["o = (a —=f)]
faz com que seja possivel a derivacao de qualquer férmula f3, a partir
das férmulas j& derivadas — o e a. Assim, o caso de inconsisténcia
simples é o caso em que qualquer férmula é entao derivavel.

Assim, a demonstracdo de consisténcia simples é a demonstragao
de um resultado minimo de derivabilidade para uma Teoria de 1°
Ordem, nomeadamente o de que existe pelo menos uma férmula
que ndo é derivéavel.

[ Como a tnica letra predicativa de Z é a relagdo de igualdade
usamos para isso a férmula bem formada

(x=x) = (x=x)

na demonstracdo seguinte. ]

Proposicao 1. [ ®-Consisténcia  Implica  Consisténcia

Simples ]

24
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Se O ¢ uma Teoria de 1* Ordem w-consistente,

entio ® ¢ simplesmente consistente.

Dem.:
1. O é mw-consistente.

2. Fazer
Heo o (x)
ser a formula bem formada
Heo (xX=x) - (x=Xx).

3. Em particular tem-se para qualquer nimeron e N

e (n=n)—(n=n).

4. Logo nao existe em ® a demonstragdo da férmula

HFHeo @X)~"[(x=x) > (x=x)].

o

Logo O é simplesmente consistente.

Passamos agora a descricio conceptual da construcdo da
proposicao indecidivel (#).

A ideia condutora é a de que os predicados «demonstravel» e
«refutavel» da Metamatematica sdo equivalentes as expressdes da
Metamatematica aritmetizada «existe um niimero y tal que y é o niimero
de Godel de uma demonstragio da formula com niimero de Gddel m» e
«existe um numero y tal que y é o niimero de Godel de uma demonstragio

da negagdo de uma formula com o nuimero de Godel m», respectivamente.

25
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Seja o (x1) uma féormula bem formada em que a variavel
xjocorre livre e seja g o nimero de Godel da férmula o (x7).

De o (x1) pode obter-se por insercdo no lugar de x7 a

féormula a (g).

Seja y o numero de Godel de

a(g)-

Estamos assim em condic¢des de formar o predicado

D'y
Mas pelos resultados do Capitulo 1V, D" (g, v) € uma relacdo
recursiva.
Logo é exprimivel em Z por uma férmula bem formada
A (x1,x2)
com X7 e x7 livres.
Pela definicdo de expressdo tem-se que se a relacdo é
verdadeira e portanto a férmula
D (k1, k2)
é verdadeira, entdao tem-se
— Ak,
Se a relagao é falsa e portanto
D (k, k2)
entao tem-se

= aak k)

Considerando agora o caso em que a relacdo é falsa e

portanto

26
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H  —=A(k 1 k ) )
é possivel a partir desta férmula por uma aplicagdo de V-
Introducao obter a férmula
(Vx2) = A (x1, x)
em que x1 continua livre.
Seja entdo m o numero de Godel da férmula
(Vx2) 7 A (x1, x2) -
A interpretacdo da férmula do passo 9. é assim que qualquer

que seja o nimero x» ele ndo é o nimero de Godel de uma
demonstracao da férmula com o nimero de Godel x7.

Assim se nado existe um nimero que seja o nimero de Godel

de uma demonstracdo da férmula com ntimero de Godel x1,

isto equivale a dizer que essa férmula é indemonstravel.

Como xq1 ocorre livre pode ser substituido pelo numeral que
representa o nimero de Godel da férmula
(¢) (Vx2) " A(x1,x2) .
Assim obtém-se a férmula bem formada fechada
(v) (Vx2) " A (m,x)).
Pelos passos 1-3. o predicado

D" (g, v)

é satisfeito se e somente se ¢ é o nimero de Godel de uma

férmula bem formada o (x1) com x7 livre e y é o nimero de
Godel de
= a(g).

27
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15. Como a férmula (v) provem da férmula (¢) pela
substituicio de xq por m, é-se conduzido a proposicao
seguinte: o predicado

+
*) D (my)
é satisfeito se e somente se y é o numero de Godel de

= (v).

Proposicao 2. [ Teorema de Godel |

Se Z ¢ consistente
entdo a formula () ndo é demonstravel em Z
e se Z. ¢ w-consistente

entdo a formula — () ndo é demonstravel em Z.

Dem. [ Reductio |:
As duas primeiras hipéteses de consisténcia da Proposigdo 2
conduzem naturalmente a uma subdivisao da demonstracdo em 2

Partes.

Dem. (Parte 1.: Consisténcia de Z)
1. Seja Z consistente.

2. Supor

= (Vx9) " A(m, x9).

3. Seja k o namero de Godel de uma demonstracdo em Z da

férmula do passo 2.
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Entdo pela Proposicdo (*), tem-se
D" (m, k).
Como A exprime D" em Z tem-se
- A(m, k).
Mas
(Vx9) ~ A (m, x3) = = A(m, k).
Logo por 2., 6. e Modus Ponens
— —A(m, k).

Logo Z ndo é consistente.

Dem. (Parte II.: ®-Consisténcia)

1.
2.

Supor Z o-consistente.

A Hipotese da Reductio é:

= = [(vx2) ~A(m, xp) ]
Mas se Z é m-consistente entdo é simplesmente consistente.
Logo

= ()
Assim, para todo o 1, n ndo é o nimero de Godel de uma
demonstracdao em Z de ().
Entao pela Proposicao (*)

(Vn) D" (m, n)
é falsa.

E logo, para todo o n,

I -=A(m,n).
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8. Na Definicao 1 de w-consisténcia fazer
o(x)="A(m,x)).

9. Entao pela Definicdo de o-Consisténcia
- (3xp) "~ A(m,xp) .

10. Logo

= (@xp) A(m,x)) .

11. Mas

= = [(Vx) "A(m,xp)] & F  (3xp)A(m,xp).

12. Logo Z nao é w-consistente.

Definicao 2. [ Indecibilidade |

Seja A uma formula bem formada fechada de Z.
Entao diz-se que 2l € indecidivel em Z se e somente se
2 ndo é demonstrivel nem refutdvel em Z. Assim,

- 2 e b .

Proposicao 3. [ Existéncia da Proposi¢cdo Indecidivel ]

Se Z é w-consistente entio
existe uma formula bem formada fechada de Z

que é indecidivel.

Dem.:
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Seja 2 a féormula bem formada

(Vx2) = A (m, x2) .

Entao nao existe em Z uma demonstracao de
~[(vx0) = A (m, x) .

Logo (Vx3) = A (m, x9)

ndo é refutavel em Z.

Mas se Z é w-consistente entdo é simplesmente consistente.

Logo ndo existe em Z uma demonstragao de
(Vx2) = A (m, x).

Logo
(Vx2) = A (m, x2)

também ndo é demonstravel em Z.

Logo, pela Definicao 2, é indecidivel.

Passamos agora a interpretacdo da férmula bem formada fechada

1.

indecidivel

(Vx2) = A (m, x)

no modelo-padrao.

O predicado A exprime a relagdo D'em Z. Assim, a

proposicdo (¥) ao ser interpretada no modelo-padrao resulta na

assercao de que

D" (m, x)

é falsa para todo o ntimero natural x).
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Mas pela Proposicdo (*) isto significa que ndo existe uma
demonstragdo em Z da férmula bem formada fechada (#).
Assim a férmula
(Vx2) = A (m, xp)
afirma a sua prépria indemonstrabilidade.
2. Seja Z consistente.
Entao pela Proposicdo 2 ndo existe em Z uma demonstragao de
(v).
Logo (v) é indemonstravel em Z e portanto verdadeira no
modelo-padrao.
Assim, existe uma proposicdo que é verdadeira no modelo-
padrao e para a qual ndo existe uma demonstracdo em Z.
Logo, o conjunto das demonstra¢gdes de Z ndo contém todas as
proposigdes verdadeiras no modelo-padrao.

3. Como uma teoria Formal ® é completa se e somente se para

qualquer féormula bem formada 2 se tem
Heo U

ou
e — %,

a Teoria Formal Z é assim incompleta.

Ao reflectir sobre a origem desta incompletude é-se levado a
pensar que Teoria Z ndo contém axiomas em namero suficiente para
tornar a derivacdo da proposicdo (%) possivel.

4. Seja 71 uma Teoria Formal para a Aritmética definida como

Z1=7 U{(¥x9) = A(m,x7)}.
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Como a proposicao (Vxp) = A (m, x9) é verdadeira, ao ser junta a

Z1 como axioma a sua derivacdo passa a ser em 71 possivel.

Mas todas as fungdes recursivas que sdo representaveis em Z sao
também representaveis em z1. Os predicados, as relacdes e as
funcdes da Metamatematica sao também recursivos em 71

Logo se 7zl & o-consistente entio também contém uma

proposicao indecidivel 2, representével por

(Vx2) = A (k,x).
Z

2l difere de (v) uma vez que

6. Logo, a indecidibilidade da Proposicdo (¥), a incompletude
da Teoria Z e a impossibilidade de se encontrar na Teoria Z um
equivalente formal para o conceito de verdade, ndo resultam do

numero de axiomas usado na Teoria Z.
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SECCAO 2

INDECIDIBILIDADE EM
EXTENSOES RECURSIVAMENTE AXIOMATIZAVEIS

Nas Proposicdes 2 e 3 (da seccdo anterior) faz-se apelo a hipétese
da consisténcia-o de Z. Esta hipotese pode ser reduzida a da
consisténcia simples de Z através de uma reformulacdo da
proposicao indecidivel criada por Rosser.

Para a constru¢do da proposicao indecidivel reformulada
mantemos inalterados os passos 1. a 7. da construcdo anterior.

Passamos agora a constru¢do da proposicdo indecidivel pelo

método de Rosser.

8. Arelacao

D’ (g )

¢é recursiva primitiva.

9. Logo é exprimivel em Z pela férmula bem formada

A (x1, %) .

10. Considere-se agora a férmula bem formada

(¢) (vx2) {A(x1, x2) > 3@x3) [ (x3 <x0) A A (xq, x3) 1}.
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Seja n o nimero de Godel da férmula ().

Substituir x{ por n na férmula (¢).

Obtém-se assim a formula bem formada fechada

(v) (vx2) {A(n,xp) > (@x3) [(x3<x0) A A (1, x3) ]}

Ora, os predicados

D" (3 v)

D’ (g )

sdo satisfeitos se e somente se ¢ é o numero de Godel de uma

férmula bem formada o (x1) com x7 livre e y é o nimero de

Godel de uma demonstracdo de
o (u)
respectivamente
~o(u).
Como n é o namero de Godel de () é-se conduzido as
proposicoes seguintes:
() D (ny)
é satisfeito se e somente se y é o nimero de Godel de uma
demonstragao em Z de (v);
(*) D (1)
é satisfeito se e somente se y é o nimero de Godel de uma

demonstracdao em Z de —~ (v).

Proposicao 1. [ Teorema de Godel |
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Se Z é consistente

entdo as formulas (w) e = (%) sdo indemonstrdveis em Z.

Dem. [ Reductio |:

As duas féormulas conduzem naturalmente a uma divisdao da

demonstragao em 2 partes.

Dem.: (Parte L.: (v) )

1.
2.

Supor Z consistente.
Supor (v) demonstravel em Z e portanto
= (Vx9) {A(n,x9) = (3x3) [ (x3<x9) A A (1, x3) ]}.

Seja k o nimero de Godel da demonstragao em Z de (v).
Entao, pela Proposigao (**), tem-se
D" (n, k).
Como A exprime DJr em Z, entdo tem-se
= A(n, k).
Mas, por V-Eliminagao, da férmula (v) obtém-se a férmula
= A(n, k)= @x3)[(x3<k)A A (n,x3)].
Mas pelos passos 5., 6. e Modus Ponens
= (@) [(x3<k)AA(n,x3)].
Como Z é por hipotese consistente e
= (")
entdo nao existe em Z uma demonstracao de

~(v).
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Logo, pela Proposigdo (**¥)

A (n,y)

é falsa para todooy € N.

Como A exprime D 'em Z, tem-se
= ~A(n,j)
paratodooje N.
Em particular
= =A'(n,0)A="A'(n,1)A...A~A (n, k).
Entao tem-se
= (Yx3)[(x3<k) >~ A (n,x3).
Mas pelo Calculo de Predicados

(Vx3) [(x3<k) == A (n,x3)] &

& (@) [(3<k)A A (n,x3)].
Logo
= ~(3x3)[(x3< E) A Aﬂ(ﬁ, x3) |.

Mas 14. é a negagao de 7..

Logo Z é inconsistente.

: (Parte IL: =~ (w))

Supor
= = (¥x9) {A(n, x9) = (Ax3) [ (x3 <x2) A A '(n, x3) ]}.
Seja r o nimero de Godel da demonstragao de
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= (v).
Entao pela Proposicao (***) tem-se
A (n,r).
Como A exprime D ' em Z, tem-se
= A'(n,r).
Como Z é consistente, ndo existe em Z uma demonstracao da

férmula bem formada
(v)-

Logo, pela Proposicdo (**) tem-se
D" (n, )

falsa para todooy e N.

E como A exprime DJr em Z, tem-se
= -A(n,j)
paratodooje N.

Em particular tem-se em Z
= —A(M,0A~A(M,1)A..A=A(n,1).
Logo,
= (< 1) >~A(n,x)).
Suponha-se agora que
r< X2 .
Mas pelo passo 4.

AT(, 7).
Entado por 10. e 11.
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(r<x))A[A(n, 1)].
Logo, por 3-Introdugao

(3x3) [(x3<x) A A '(n,x3) ].
Logo, pelo Teorema da Deducao

= (r<x9) = (3x3)[(x3<x9) A A '(n,x3)].
Mas em Z tem-se

= (< 71) Vv (r<x).

Mas pela tautologia
[@=>NAB=)A(@vB)] = (YV9I),

dos passos 9., 14. e 16. obtém-se

= A, xp) v 3x3) [(x3<x2) A A (n,x3)].

Logo
= A(n,x9) = (3x3)[(x3<x9) A A '(n,x3)].
E assim
= (vx) {A(n, x0) > (3x3) [ (x3<x0) A A '(n, x3) ] }-
Logo
= (v).
Logo Z é inconsistente.

Proposicao 2. [ Existéncia da Proposi¢cdo Indecidivel ]

Se Z é consistente

entdo existe em Z uma proposigdo indecidivel.
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Passamos agora a interpretagdo da proposicdo indecidivel (v).

1. Pelas proposigdes (**) e (***) o predicado

+

D (n, xp)
significa que x) é o nimero de Godel de uma demonstracdo em Z de
(v) e o predicado

D '(n, x3)
significa que x3 € o nimero de Godel de uma demonstracdo de Z de
= (w).

2. Logo, a proposicio (%) afirma que se existe uma
demonstracdo em Z de (¥) entdo existe uma demonstracdo em Z,
com um numero de Godel ainda menor, da proposicdao — (#).

3. Ora pelo Teorema 1, se Z é consistente entdo (%) nao é
demonstravel. Assim, se Z é consistente, (¥) é verdadeira no
modelo-padrao.

4. Entdo existe em Z uma férmula que é verdadeira e que ndo é

demonstravel.

Terminamos esta Seccdo com um esboco do conceito de
Extensdes Recursivamente Axiomatizaveis de uma Teoria de 1?2
Ordem 0.

Comecamos com uma andlise sindptica das condi¢des suficientes
para a aplicagdo do Teorema de Godel a uma Teoria de 1 Ordem ©.

As seguintes condigdes tém que ser satisfeitas:
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i)  AsrelacOes D" e D tem que ser exprimiveis em ©.
i)  Para qualquer formula bem formada
a (x)

equalquer ke N

o a()Aa(1)A..Ar0(k)—

- (VX)) [x< k s a((x)].
iti) Para qualquer namero k

o (x<k)v(k <x).

.~ + A PR
A condicdo segundo aqual D e D ' tém que ser exprimiveis em

, . . + - ~ .
O serd satisfeitase D e D forem relagdes recursivas, uma vez que

qualquer relacdo recursiva é exprimivel em ©.

Seja A;? (x) a propriedade «x é numero de Godel de uma axioma

proprio de ®». Entdo a notacao

{Ap}

representa o conjunto dos nameros de Godel dos axiomas préprios

de @. E facil demonstrar que se

{Ap}

, . . ~ ~ + - . .
e um Con]unto recursivo entao as relagoes D eD Sao recursivas.
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Definicao 1. [ Teoria Recursivamente Axiomatizdvel |

Seja ® uma teoria axiomdtica e

seja ® uma teoria com o mesmo conjunto de teoremas de ©.
Entao diz-se que © é recursivamente axiomatizdvel

se e somente se o conjunto

@*
{Ap}

é recursivo.
Proposigao 3. [ Extensdo Indecidivel |

Qualquer extensdo consistente recursivamente axiomatizavel de Z

tem uma proposicdo indecidivel.

Dem.:
1. Todas as relagdes recursivas exprimiveis em Z sao também
exprimiveis numa extensao de Z.
2. As (altimas) condicdes 7)-iii) se sdo satisfeitas em Z também
sdo satisfeitas numa extensao de Z.
3. Mas se estas condi¢des sdo satisfeitas entao o Teorema de
Godel é aplicavel também na extensao.

4. Logo existe na extensao uma proposicao indecidivel.

Para caracterizar o género de incompletude de Z a que se é
conduzido a partir do Teorema de Godel é necessaria a proposicao
seguinte:
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Proposicao 4. [ Tese de Church ]

A nogio formal de conjunto recursivo
¢ equivalente
a concepgdo intuitiva de um conjunto efectivamente decidivel.
Assim, um conjunto é recursivo

se e somente se é efectivamente decidivel.

Esta proposicdo, conhecida pelo nome de Tese de Church, goza
de uma larga, embora ndo universal aceitagio. Como uma teoria é
axiomatica se existe um processo efectivo para determinar se uma
féormula bem formada é um axioma, isto equivale a dizer que uma

teoria é axiomaética se o conjunto dos axiomas é recursivo.
Proposigao 5. [ Extensdo Axiomdtica Indecidivel |

Se 7. é uma extensdo axiomatica de 7.
1

entdo tem uma proposigio indecidivel.

Dem.:

1. Se Z. é uma teoria axiomatica entdo o conjunto dos axiomas
1

é efectivamente decidivel.
2. Logo, pela Tese de Church, é recursivo.

3. Logo, pela Proposicdo 3, tem uma proposicdo indecidivel.
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Definicao 2. [ Incompletude Essencial ]
Uma Teoria de 1* Ordem © ¢ essencialmente incompleta
se e somente se

qualquer extensdo consistente recursivamente axiomatizivel

tem uma proposicdo indecidivel.
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SECCAO 3

O PROBLEMA DA CONSISTENCIA DE Z

Para a reflexdo sobre o problema da consisténcia de Z, a parte I
da demonstragdo da Proposicdo 1 da Seccao anterior desempenha o
papel essencial.

Ai, o argumento é que

se Z é consistente entdo (v) é indemonstravel.

Entdo, se a esta proposicdo juntarmos uma demonstracdo da
consisténcia de Z obtemos, por Modus Ponens, de novo, a
indemonstrabilidade da proposigao indecidivel.

O problema consiste entdo em conceber a possibilidade de
formular uma proposicdo que represente a consisténcia de Z e que

possa ser expressa na linguagem de Z.

Descricao Conceptual das Féormulas ©, ¢, &

1. Comecamos por introduzir a predicado binario
Dm (y, %)
que se interpreta como “y é o numero de Godel de uma
demonstragdo de uma fbf com o ntimero de Godel x”.
2. Esse predicado é recursivo primitivo e por isso exprimivel

em Z por uma férmula bem formada
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Am (x1,Xx2) .
3. Seja x o namero de Godel de uma fof e

N, ()

o numero de Godel da sua negacdo. Essa fungdo é recursiva

primitiva e por isso representavel em Z por uma fbf
v 0 (x1,X9) .
4. Entdo a fbf
©  (vx1) (Vx) (Vx3) (Vxg) 7 [ A (x1,X3) A
A AL (X0 xg) A0 (X3, xg) ]
exprime a consisténcia de Z.
5. Assim, a demonstracdo da parte I da Proposicdo 1 pode ser
expressa pela proposicao
(#) Se{Z éconsistente } entdo { (v) é indemonstravel }.
6. Recorrendo ao processo de godelizacdo e portanto da
representacdo dos objectos de Z por meio dos seus nuimeros de
Godel, toda a demonstragao da férmula () pode ser expressa em Z.
7. Assim, onde ocorre a primeira expressao
{ Z é consistente }
insere-se a féormula (©). Onde ocorre a segunda expressao
{ (v) é indemonstravel }
insere-se a propria férmula (¥), uma vez que esta férmula afirma
precisamente a sua propria indemonstrabilidade. A conectiva
proposicional é também representavel e é-se assim conduzido a
formula

(%) = © —> v,
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A esta sintese simplificada da construgdo da proposigao (&) estd
associado o trabalho efectivo de realizar as inser¢des que levam de
(#) a (%). Para dar uma ideia das dimensdes desse trabalho basta
referir que ele é realizado ao longo de cerca de 50 paginas nos
Grundlagen der Mathematik 11, de Hilbert e Bernays.

Esta sintese tem por isso implicito esse trabalho.

Proposicao 1. [ Segundo Teorema de Gadel ]

Se Z é consistente

entdo a formula (© ) € indemonstrivel em Z.

Dem.:
1. Cons (2).
2. = 0o

3. H— © - w.
4. = (¥x9) = A(m,x)).

5. = Cons (2).

A interpretacdo da Proposicdo 1 é de que se Z é consistente entdao
ndo existe uma demonstracdo da consisténcia de Z por meio de

conceitos que sejam eles proprios formalizaveis em Z.
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A hipétese da consisténcia na Proposicdo 1 é necessaria porque se
Z ndo é consistente entdo qualquer férmula pode ser demonstrada
em Z, em particular também a férmula (©).

Assim é interessante ter que concluir que um sistema

inconsistente permite a demonstracdo da sua propria consisténcia.

Juntando o Primeiro Teorema de Godel com a Definicio de
Consisténcia Simples obtém-se a equivaléncia
vo 0O

por meio do raciocinio seguinte:

1. Se (v) é indemonstrdvel em Z entdo é simplesmente
consistente, pela Definicao de Consisténcia Simples. Logo,
v—->0.
2. Pelo Teorema de Godel, se Z é consistente entdo () é
indemonstravel. E assim,

O -

O Segundo Teorema de Godel pode ser descrito como uma
conclusao negativa acerca do problema da demonstracdo da
consisténcia de um sistema por meio de concep¢des mais
elementares do que as formalizaveis no sistema.

Segundo o programa de Hilbert a justificacdo de processos de
deducao como o Principio do Terceiro Excluido aplicados a
dominios infinitos s6 poderia ser realizada por meio de uma
demonstragdo de Consisténcia do Sistema Formal em que esses

processos se deixassem representar.
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No entanto, na demonstracdo de Consisténcia s6 poderiam ser
utilizados processos de deducdo mais evidentes do que os processos
infinitarios, cuja eliminacdo deveria ser precisamente realizada pela
formalizacao.

A concepcdo de Hilbert era a de que os processos de deducao
evidentes, os processos finitariamente evidentes, eram apenas uma
parte do raciocinio classico, sendo uma outra parte formada por
processos de dedugao infinitarios.

Assim seguir-se-ia naturalmente que para a demonstracdo da
Consisténcia de Z os conceitos necessarios seriam apenas uma parte
de todos os conceitos que se podem formalizar em Z.

O Segundo Teorema de Godel prova que estes fins sao
inatingiveis, porque a demonstracdo de Consisténcia é irrealizavel
mesmo utilizando todos os processos de Z, os mais e os menos
evidentes. A fortiori é irrealizavel utilizando apenas os processos

finitariamente evidentes de Z.

Definicao 1. [ Incompletude - o ]

Uma Teoria de 1" Ordem © diz-se w-incompleta

se e somente se existe uma formula bem formada

o (x)
tal que

o 0‘(5)

paratodoone Ne

e (Vx) o (x).
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Proposigao 2. [ Incompletude - ® de Z ]

Se Z é consistente

entdo Z é w-incompleta.

Dem.:

1. Paracadake N tem-se
= -A(n, k).

2. Mas
= (¥x9) " A(n, X))

nao tem uma demonstragdo em Z.

3. Logo

— = (¥Yx9) = A(n,x))

4. Logo Z é w-incompleta.

Estamos agora em condigdes de mencionar a concepcdo de uma
Teoria que é ao mesmo tempo consistente e m-inconsistente.
Para o fazer apela-se ao resultado ja conhecido de Teorias de 1%

Ordem em geral, segundo o qual se uma férmula fechada — o de
. ~ . - Nt .
uma Teoria ® ndo é demonstravel em O, entdo a Teoria ® definida

como

é consistente.
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O conceito de consisténcia aparece relativizado se considerarmos

um novo aspecto das relacdes entre verdade e demonstragao.

ot . X . <
Se se definir Z como o resultado de juntar a teoria Z a negagao

da férmula ¥ como axioma, a nova teoria é demonstravelmente

. , +
consistente. Um argumento por reductio mostra que se Z é

inconsistente entao existe uma demonstracio de % em Z,
. .. . e A . + ,
contrariando o Teorema 1 de Godel. A inconsisténcia de Z da-nos
+
as demonstracdoes de ¥ e = v em Z . Logo = v I— ¥ e pelo

Teorema da Deducao
= v —oe,

Uma aplicacdo de Modus Ponens da-nos —  # .
No entanto, como ¥ é verdadeira no modelo-padrao, — ¢ falsa.

Assim — (w) é falsa e demonstravel em z". Logo a consisténcia
simples por si s6 ndo pode ser garantia contra a possibilidade de
uma teoria formal demonstrar uma proposicao intuitivamente falsa.
Finalmente, a existéncia de uma teoria formal simplesmente
consistente mas w-inconsistente era conhecida por Tarski ja em 1927
e, no seu ensaio de 1933, “Algumas Consideragoes Sobre os Conceitos de
Consisténcia-o e Completude-®”, no Teorema 4-d Tarski mostra como
se produz teorias consistentes mas -inconsistentes fazendo
extensdes em teorias com incompletude-m. E nesse ensaio que Tarski
menciona e reconhece que Godel descobriu independentemente
como produzir extensdes consistentes mas -inconsistentes de
teorias originalmente consistentes. A demonstracao de Godel pode

ser lida na pagina 277 de “Acerca de Proposicoes Formalmente
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Indecidiveis nos Principia Mathematica e de Sistemas Relacionados” [
(“O Teorema de Godel e a Hipotese do Continuo”, Fundagao Calouste
Gulbenkian, Lisboa, 1979) ver a nota 46 da mesma pagina.].

Em particular, se uma teoria T é consistente e w-inconsistente
entdo é também m-incompleta. Pela definicio de w-inconsisténcia

tem-se — a (n) paratodoo ne N e ao mesmo tempo — (3x)
— o (x). Logo, pela definicao de consisténcia, = — (Vx) o (x), o que

prova a ®-incompletude da teoria consistente.
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SECCAO 4

A NATUREZA DO CONCEITO DE VERDADE
NO RACIOCINIO ARITMETICO

Nesta Seccao vamos apresentar o resultado essencial acerca do
contetido do conceito de Verdade no raciocinio aritmético.
Para atingir este fim comecamos por definir uma variante da

funcdo metamatematica substituicao.

Definicao 1. [ Substituicdo Monddica |

Seja g o nuimero de Godel de uma formula bem formada
o (x1)
com xq livre.

Entdio a fungdo monddica

S(g)

denota o niimero de Gddel da formula bem formada

a(g) -

Proposicao 1. [ Representabilidade  da Substituicdo

Monddica |

A fungao
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S(g)

¢ Q—representdvel.

Dem.:
1. A fungdo substituicdo monddica deixa-se reduzir ao caso ja
conhecido da funcao substituicao triadica.
2. A férmula da reducao é

8(x;)
S(g)=Sublg Num (), 2

3. Como a funcdo triadica é recursiva a funcdo mondadica
também é.

4. Logo é representavel.

Assim o resultado da substituicdo na férmula com ntiimero de

Godel g na ocorréncia livre da variavel x1 pelo numeral denotado

por g é uma fungao recursiva primitiva e representavel.

Consideremos agora uma teoria de 1* Ordem com igualdade K,

com os mesmos simbolos da Teoria Z. Entao a notacao

(T, }

K
representa o conjunto dos numeros de Godel dos teoremas da
Teoria K.
Assim, se x é o numero de Godel de um teorema de K,

xe{TK}.

Queremos agora demonstrar que a relacdo de pertenca a

(T, )

54



M.S. Lourengo, Os Elementos do Programa de Hilbert, CFUL, Lisboa, 2004

é inexprimivel em K.

Proposicao 2. [ Inexprimibilidade da Relagdo de Pertenca
a { TK /]

Se K é consistente e a fungao monddica S é representdvel em K,

entdo a relagio de pertenga a { TK } € inexprimivel em K.

Dem.:

A demonstragao é por Reductio, vindo assim a demonstrar que K
¢é inconsistente.

Na Parte I da demonstracdo analisamos as hipéteses e as
inferéncias que se seguem das definicdes.

Na Parte II estabelecemos a proposicao
~(ne (T });
e na Parte I11
ne TK }.

Dem.: (Parte I.: Hipoteses e Inferéncias das Definigoes )
1. Supor S representavel em K.

2. Supor a relagao de pertenga a
(T, )
exprimivel em K.

3. Infere-se assim a existéncia de formulas bem formadas

L (x1, x2)
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e
® (x2)
tais que:
1) Se
S(k)=j
entao
ko Z(k,j)
2) Fx 3'x)Z(K, x).
3) Se
ke { TK }
entao
kO (k)
4) Se
ke (T, ]
entao
=k —0 (k)
Seja agora
o (x1)

a formula bem formada com a configuragao seguinte:
() (V) [E(x1,x0) =0 (x0)].

Seja m o numero de Godel da férmula (*).

E agora possivel construir a férmula
a (m)

com a seguinte configuragao:
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*) (v [Z(m, xp) >~ O (xp)].
7. Sejan o numero de Godel da férmula (**).

8. Entao
S(m)y=n.

Dem.: (parte IL: 11 ¢ { TK P)

9. Entdo pela inferéncia 1) do passo 3. tem-se
F«x X(m, n).

10. Ora na teoria K ou
ko (m)

ou

11. Se

entao
~(ne{T,))

e pela inferéncia 4) do passo 3. tem-se

Hx  —0O(n).
12. Mas se
x  o(m)
entao

Hx (Yx) [Z(m,xp) =0 (xp)].

13. Entdo por V-Eliminagao
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Fx X(m,n) ->-0(n).
14. Mas pelo passo 9.

F«x X(m, n).
15. Logo por Modus Ponens

Fx  —0O(n).
16. Logo por 11. e 15.

Fx  —0O(n).

Dem.: (Parte IIl.: n € { TK P)

17. Do passo 9. tem-se

Fx X(m, n).

e, pela inferéncia 2) do passo 3., obtém-se

< X(m,xp) =>xp=n.
18. Mas pelo passo 16.

Hx  =©(n)

logo

Fx  xp=n — = 0O(x).
19. Logo

<  Z(m,x)) =0 (x)).
20. Entao por V-Introducao

ko (Vx) [Z(m, xp) =0 (x)].
21. Entdo

«  o(m).

58



M.S. Lourengo, Os Elementos do Programa de Hilbert, CFUL, Lisboa, 2004

22. Logo pelo passo 7.
ne TK }.
23. E assim pela inferéncia 3) do passo 3.
Fx  ©(n).

24. Logo, por 16. e 23., K é inconsistente.

Proposicao 3. [ O Conjunto { TK } Ndo E Recursivo |

Se K ¢é consistente entio o conjunto { TK }

nao é recursivo.

Dem.:

1. A funcado S (g) é recursiva primitiva e logo representavel em
K.

2. Pela proposicdo 2 a relagdo de pertenca ao conjunto
(T, )
ndo é exprimivel em K.

3. Logo, a sua fungdo caracteristica

ndo é representavel em K.

4. Entado a funcao

nao é recursiva.

5. Logo o conjunto
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nao é recursivo.
Definicao 2. [ Indecidibilidade Recursiva |

Uma Teoria de 1" Ordem com igualdade K
diz-se ser recursivamente indecidivel
se e somente se 0 conjunto

(T, )

nao é recursivo.

Definicao 3. [ Indecidibilidade Recursiva Essencial |

Uma teoria de 1" Ordem com igualdade K
diz-se ser recursiva e essencialmente indecidivel
se e somente se
K e qualquer extensdo consistente de K

¢ recursivamente indecidivel.

Se se aceitar a Tese de Church entdo a indecidibilidade recursiva
é equivalente a indecidibilidade efectiva.
Entao ndo existe um algoritmo para decidir a propriedade de ser

teorema.
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Assim, a inexisténcia de um tal algoritmo implica que a
percepcao de uma férmula bem formada como sendo um teorema,

reflecte um acto criador e ndo um acto mecanico.

Proposicao 4. [ Z E  Recursiva e Essencialmente

Indecidivel |

Se Z é consistente

entdao Z é recursiva e essencialmente indecidivel.

Dem.:
1. Seja K uma extensdo consistente de Z.
2. Como qualquer fungdo recursiva é representavel em Z, é
também representavel em K.

3. Logo arelacdo de pertenca ao conjunto
(T,
ndo é exprimivel em K.

4. Logo o conjunto
T
(T}
nao é recursivo.

5. Logo K é recursiva e essencialmente indecidivel.

Situando-nos agora no modelo-padrao, passamos a considerar as
férmulas bem formadas de Z que sao verdadeiras neste modelo.
A estas formulas podem ser atribuidos ntiimeros de Godel. Entao

a notacao
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(Vi
denota o conjunto dos nameros de Godel das férmulas bem
formadas de Z que sao verdadeiras no modelo-padrao.
Em particular diz-se que o conjunto
(vl
¢ um conjunto aritmético se e somente se
1) existe uma formula bem formada de Z
o (X)
tal que
i) {V}
é o conjunto dos nameros m para o qual a fbf
o (m)

é verdadeira no modelo-padrao.

Proposicao 5. [ Teorema de Tarski ]

O conjunto

(V)

nao é aritmético.

Dem.:
1. Seja K uma extensao de Z.
2. Formar os axiomas de K com todas as férmulas bem
formadas que sao verdadeiras no modelo-padrao.
3. Entdo
(T, ={V}.
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K é consistente uma vez que tem o modelo-padrao.
Como qualquer funcdo recursiva é representavel em K, a
relacdo de pertenca ao conjunto
(Vi
nao é exprimivel em K, uma vez que pelo passo 3.
(T =1V}
e a relacdo de pertenca a
(T, )
nao é exprimivel em K.
Mas uma relacdo é exprimivel em K se e somente se é a
interpretacdo padrao de uma férmula bem formada de Z.
Logo, nao existe a férmula bem formada
o (x)
de Z que satisfaga a defini¢do de aritmético.
Logo, o conjunto
(V)

nao é aritmeético.

Assim, o Teorema de Tarski afirma que a concepcao de verdade

aritmética nao é aritmeticamente definivel.
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